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Исполнител󰑭

Алгоритм 󰯹 это последовател󰑭ност󰑭 команд дл󰑱 исполнител󰑱, облада󰑧ща󰑱 р󰑱дом
свойств:

поле󰑬ност󰑭, то ест󰑭 умение решат󰑭 поставленну󰑧 󰑬адачу;
детерминированност󰑭, то ест󰑭 ка󰑨дый шаг алгоритма дол󰑨ен быт󰑭 строго
определён во всех во󰑬мо󰑨ных ситуаци󰑱х;
конечност󰑭, то ест󰑭 способност󰑭 алгоритма 󰑬авершит󰑭с󰑱 дл󰑱 л󰑧бого
мно󰑨ества входных данных;
массовост󰑭, то ест󰑭 применимост󰑭 алгоритма к ра󰑬нообра󰑬ным входным
данным.

Алгоритм дл󰑱 своего исполнени󰑱 требует от исполнител󰑱 некоторых ресурсов.
Программа ест󰑭 󰑬апис󰑭 алгоритма на формал󰑭ном 󰑱󰑬ыке.
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Исполнители

Одна 󰑬адача 󰯹 нескол󰑭ко алгоритмов 󰯹 ра󰑬ные испол󰑭󰑬уемые ресурсы.
Ра󰑬ные исполнители 󰯹 ра󰑬ные элементарные действи󰑱 и элементарные об󰑫екты.
Исполнител󰑭 󰯺комп󰑭󰑧тер󰯻:

устройство централ󰑭ный процессор;
элементарные действи󰑱 󰯹 сло󰑨ение, умно󰑨ение, сравнение, переход ...
устройство пам󰑱т󰑭 как хранител󰑱 элементарных об󰑫ектов;
элементарные об󰑫екты 󰯹 целые, вещественные числа.

Эффективност󰑭 󰯹 способност󰑭 алгоритма испол󰑭󰑬оват󰑭 ограниченное количество
ресурсов.
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Исполнители

Наш основной исполнител󰑭 󰯹 󰑱󰑬ык C.

Элементарные типы 󰑱󰑬ыка отобра󰑨а󰑧тс󰑱 на вычислител󰑭ну󰑧 систему: char,
int, double.
Элементарные операции аппаратного исполнител󰑱: операции над
элементарными типами и операции передачи управлени󰑱.
Типы данных 󰑱󰑬ыка 󰯹 комбинаци󰑱 элементарных типов данных.
Операции 󰑱󰑬ыка 󰯹 комбинаци󰑱 элементарных операций.
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Операции
Пример. Неэлементарна󰑱 операци󰑱 󰑱󰑬ыка: цикл for.

int a[10];
// Initializing a
// ...
int s = 0;
for (int i = 0; i < 10 && a[i] % 10 != 5; i++) {

s += a[i];
}

Неэлементарный тип: массив, его представител󰑭 a.
Элементарный тип int: его представител󰑭 s.
Элементарна󰑱 операци󰑱 присваивани󰑱 (инициали󰑬ации): s=0.
Неэлементарна󰑱 операци󰑱 for, состо󰑱ща󰑱 и󰑬 операций присваивани󰑱 i = 0,
двух операций сравнени󰑱, и т. д.
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Представление типов и сло󰑨ност󰑭

Целые числа 󰯹 двоичное представление. int x; unsigned y;
Простые элементарные операции: сло󰑨ение, вычитание, присваивание,
побитовые... x += y; x &= 0x800;
Операции посло󰑨нее: сравнение, условное присваивание x = (y > 0);
Сло󰑨ные элементарные операции: целочисленное умно󰑨ение. x *= y;
Самые сло󰑨ные: деление не на степен󰑭 двойки, нахо󰑨дение остатка,
совершение перехода. x = y % 10; if (x==6) y = 10;
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Представление типов и сло󰑨ност󰑭

Пр󰑱молинейно 󰑬акодированные

if (x > 0) t = 1;
else t = 0;

выполн󰑱󰑧тс󰑱 много медленнее, чем

t = x > 0;

так как дл󰑱 второго варианта ест󰑭 готова󰑱 машинна󰑱 команда.

Компил󰑱торы об этом 󰑬на󰑧т и пыта󰑧тс󰑱 провести эквивалентные преобра󰑬овани󰑱.
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Аппаратные исполнители

Попул󰑱рные архитектуры:

X86 󰯹 и󰑬обретена Intel, лицен󰑬ирована и прои󰑬водитс󰑱 AMD. int, адреса 󰯹
32 бита. 32 бита и максимал󰑭но обрабатываемый аппаратно и быстро
целочисленный формат.
X64 󰯹 и󰑬обретена AMD, лицен󰑬ирована и прои󰑬водитс󰑱 Intel. int 󰯹 32 бита,
но максимал󰑭но обрабатываемый аппаратно и быстро целочисленный формат
󰯹 64 бита.
ARM схо󰑨а с X86, ARM64 󰯹 с X64. Телефоны. Планшеты. Cерверы (в том числе
в TOP5). Начала успешно испол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 дл󰑱 ноутбуков и настол󰑭ных
комп󰑭󰑧теров.

С. Л. Бабичев Алгоритмы и структуры данных. Введение 8 феврал󰑱 2024 г. 8 / 44



Модул󰑱рна󰑱 арифметика

unsigned short x = 40000; // x - 16 bits.
x = x + x;
printf("%hu", x);

Чему равен x?
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Модул󰑱рна󰑱 арифметика

unsigned short x = 40000; // x - 16 bits.
x = x + x;
printf("%hu", x);

Чему равен x?

x = 14464.
Почему?

x ∈ [0..216) = [0..65535).

Биты нумеру󰑧тс󰑱 от 0 до 15 справа налево.
Все биты ре󰑬ул󰑭тата старше 15-го отсека󰑧тс󰑱.
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Модул󰑱рна󰑱 арифметика

Вс󰑱 комп󰑭󰑧терна󰑱 арифметика основана на то󰑨дествах:

(a+ b) (mod m) = (a (mod m) + b (mod m)) (mod m)
(a− b) (mod m) = (a (mod m)− b (mod m)) (mod m)
(a× b) (mod m) = (a (mod m)× b (mod m)) (mod m)
. . .

В качестве m при двоичном представлении выступа󰑧т числа 28, 216, 232, 264

unsigned int x,y,z; // 32 bits. [0..4294967295]
...
z = x * y;

z = (x ∗ y) (mod 232)
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Неполиномиал󰑭ные 󰑬адачи. 󰑪адача о р󰑧к󰑬аке.

Имеетс󰑱:
◮ N предметов, ка󰑨дый и󰑬 которых имеет об󰑫ём Vi и стоимост󰑭 Ci, предметы

неделимы;
◮ р󰑧к󰑬ак вместимост󰑭󰑧 V .

Требуетс󰑱:
◮ поместит󰑭 в р󰑧к󰑬ак набор предметов максимал󰑭ной стоимости;
◮ суммарный об󰑫ём выбранных предметов не превышает об󰑫ёма р󰑧к󰑬ака.
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󰑪адача о р󰑧к󰑬аке.

Предметы ра󰑬ре󰑬ат󰑭 на куски нел󰑭󰑬󰑱! Ра󰑬решим 󰯹 󰑬адача будет имет󰑭
простое решение.
Дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи достаточно перебрат󰑭 все во󰑬мо󰑨ные подмно󰑨ества и󰑬
N предметов, посчитат󰑭 их общий об󰑫ём, и если он удовлетвор󰑱ет нас, то
посчитат󰑭 общу󰑧 стоимост󰑭.
Этот алгоритм гарантирует, что мы ну󰑨ное подмно󰑨ество пропущено не будет.
Скол󰑭ко таких подмно󰑨еств? K предметов мо󰑨но выбрат󰑭 и󰑬 N предметов
CK

N и так дл󰑱 всех K от 0 до N .

F (N) =
N󰁛

K=0

CK
N
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F (N) = (1 + 1)N = 2N
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Одно и󰑬 решений 󰑬адачи о р󰑧к󰑬аке

Перенумеруем все предметы.
Установим максимум стоимости в 0.
Составим двоичное число с N ра󰑬р󰑱дами, в котором единица в ра󰑬р󰑱де будет
о󰑬начат󰑭, что предмет выбран дл󰑱 укладки в р󰑧к󰑬ак (подмно󰑨ество).
Рассмотрим все подмно󰑨ества, начина󰑱 от 000 . . . 000 до 111 . . . 111, дл󰑱
ка󰑨дого и󰑬 них подсчитаем 󰑬начение суммарного об󰑫ёма.

Если суммарный об󰑫ём расстановки не превосходит об󰑫ёма р󰑧к󰑬ака, то
подсчитываетс󰑱 суммарна󰑱 стоимост󰑭 и сравниваетс󰑱 с достигнутым ранее
максимумом стоимости.
Если вычисленна󰑱 суммарна󰑱 стоимост󰑭 превосходит максимум, то максимум
устанавливаетс󰑱 в вычисленну󰑧 стоимост󰑭 и 󰑬апоминаетс󰑱 текуща󰑱
конфигураци󰑱.
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Свойства алгоритма

Предло󰑨енный алгоритм:
Детерминированный.
Конечный.
Массовый.
Поле󰑬ный.

Его сло󰑨ност󰑭 O(2N), так как требуетс󰑱 перебрат󰑭 все во󰑬мо󰑨ные комбинации
предметов.
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Сло󰑨ност󰑭 решени󰑱 󰑬адачи о р󰑧к󰑬аке

Много ли времени потребуетс󰑱 на решение 󰑬адачи дл󰑱 N = 128?
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Сло󰑨ност󰑭 решени󰑱 󰑬адачи о р󰑧к󰑬аке

Много ли времени потребуетс󰑱 на решение 󰑬адачи дл󰑱 N = 128?
Предполо󰑨им, на подсчёт одного решени󰑱 потребуетс󰑱 10−9 секунд, то ест󰑭,
одна наносекунда.
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Предполо󰑨им, на подсчёт одного решени󰑱 потребуетс󰑱 10−9 секунд, то ест󰑭,
одна наносекунда.
Предполо󰑨им, 󰑬адачу будет решат󰑭 триллион комп󰑭󰑧теров (1012)
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2128 × 10−9

1012
секунд
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Сло󰑨ност󰑭 решени󰑱 󰑬адачи о р󰑧к󰑬аке

Много ли времени потребуетс󰑱 на решение 󰑬адачи дл󰑱 N = 128?
Предполо󰑨им, на подсчёт одного решени󰑱 потребуетс󰑱 10−9 секунд, то ест󰑭,
одна наносекунда.
Предполо󰑨им, 󰑬адачу будет решат󰑭 триллион комп󰑭󰑧теров (1012)
Тогда общее врем󰑱 решени󰑱 󰑬адачи будет составл󰑱т󰑭

2128 × 10−9

1012
секунд ≈ 10.8× 109лет
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NP-󰑬адачи

󰑪адача о р󰑧к󰑬аке относитс󰑱 к классу NP-сло󰑨ных.
Быстрое (полиномиал󰑭ное) точное решение таких 󰑬адач (пока?) не найдено.
Эта 󰑬адача к тому 󰑨е NP-полна󰑱.
Если будет найдено решение одной и󰑬 NP-полных 󰑬адач, то будут решены все
󰑬адачи и󰑬 этого класса.
Сейчас их реша󰑧т прибли󰑨ённо.
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Абстракции.
Интерфейс абстракции.
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Решение сло󰑨ных проблем

Рассмотрим один уровен󰑭 погру󰑨ени󰑱 в 󰑬адачу.
В дисциплине 󰯺системный анали󰑬󰯻 решение 󰑬адачи ест󰑭

Декомпо󰑬ици󰑱 󰑬адачи, ра󰑬биение её на под󰑬адачи.
Анали󰑬, решение под󰑬адач л󰑧быми методами.
Синте󰑬 ре󰑬ул󰑭татов.

Система 󰯹 совокупност󰑭 св󰑱󰑬анных и в󰑬аимодейству󰑧щих элементов.
Компонент мо󰑨ет быт󰑭 неделимым или мо󰑨ет делит󰑭с󰑱 на подсистемы.
Подсистема 󰯹 част󰑭 системы, определ󰑱ема󰑱 св󰑱󰑬󰑱ми и отношени󰑱ми.
Система состоит и󰑬 подсистем, ка󰑨да󰑱 и󰑬 которых мо󰑨ет рассматриват󰑭с󰑱
как система.
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Две программы

// Program A
int foo(int x, double y, char z) {

int ret = x + y*2 + (z - ’0’);
return ret;

}
int main() {

int x = 10;
double y = 20.0;
char z = ’7’;
int k = foo(x,y,z);
printf("k=%d\n", k);

}

// Program B
int x, ret;
double y;
char z;
void foo() {

ret = x + y*2 + (z-’0’);
}
int main() {

x = 10;
y = 20.0;
z = ’z’;
foo();
printf("ret=%d\n", ret);

}
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Структурна󰑱 схема программы A

foo

main

x y zret
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Структурна󰑱 схема программы B

foo

main

x

y

z

ret

CI CO
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Сло󰑨ност󰑭 программы
Блоков данных тепер󰑭 шест󰑭, кода 󰯹 два.
Если блок данных доступен блоку кода на чтение, то стрелка направлена от
блока данных к блоку кода, если на 󰑬апис󰑭, то от блока кода к блоку данных.
Все блоки данных доступны всем блокам кода на чтение, и на 󰑬апис󰑭
Блоки кода св󰑱󰑬аны ме󰑨ду собой отношени󰑱ми передачи управлени󰑱.
После того, как main вы󰑬ывает foo, происходит передача управлени󰑱 (CI),
после 󰑬авершени󰑱 foo управление во󰑬вращаетс󰑱 main (CO).
Сло󰑨ност󰑭 программы 󰯹 комбинаторна󰑱 функци󰑱 общего количества
ра󰑬личных комбинаций всево󰑬мо󰑨ных св󰑱󰑬ей. Она пропорционал󰑭на N2, где
N 󰯹 количество блоков в программе.
Во второй программе добавление переменной t добавит св󰑱󰑬и от неё до всех
блоков кода, а добавление функции bar добавит св󰑱󰑬и от неё до всех
глобал󰑭ных переменных.
Дл󰑱 умен󰑭шени󰑱 сло󰑨ности надо умен󰑭шит󰑭 либо само количество блоков,
либо количество св󰑱󰑬ей ме󰑨ду ними, путём 󰑬апрета определённых св󰑱󰑬ей.
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Строител󰑭ные блоки программ

Написание программы 󰯹 решение 󰑬адачи.
󰑪адача делитс󰑱 на под󰑬адачи.
Под󰑬адачи дел󰑱тс󰑱 на подпод󰑬адачи ...
К каким под󰑬адачам нам стремит󰑭с󰑱?
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Пон󰑱тие абстракции
Дл󰑱 ра󰑬биени󰑱 бол󰑭шой 󰑬адачи на под󰑬адачи удобно примен󰑱т󰑭 об󰑫екты.

По󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 об󰑫екты 󰯹 по󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 абстракции 󰯹 механи󰑬м ра󰑬делени󰑱 сло󰑨ных
об󰑫ектов (структур данных) на более простые, бе󰑬 деталировки подробностей
ра󰑬делени󰑱.

Функционал󰑭на󰑱 абстракци󰑱 󰯹 ра󰑬деление функций, методов, которые
манипулиру󰑧т с об󰑫ектами с их реали󰑬ацией.

Интерфейс абстракции 󰯹 набор методов, характерных дл󰑱 данной абстракции.

Метод мо󰑨ет быт󰑭 применён к об󰑫екту дл󰑱 и󰑬менени󰑱 состо󰑱ни󰑱 об󰑫екта или дл󰑱
получени󰑱 неких свойств об󰑫екта.

Хорошо определённый об󰑫ект имеет конечное количество методов, которые он
поддер󰑨ивает. Одна и󰑬 типичных ошибок проектировани󰑱 󰯹 нагру󰑨ат󰑭 об󰑫ект
бол󰑭шим количеством методов.
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Пример: абстракци󰑱 последовател󰑭ности

create 󰯹 со󰑬дат󰑭 об󰑫ект последовател󰑭ности. Атрибуты: дл󰑱 чтени󰑱 или дл󰑱
󰑬аписи?
destroy 󰯹 удалит󰑭 об󰑫ект.
get 󰯹 получит󰑭 очередной элемент последовател󰑭ности.
put 󰯹 добавит󰑭 элемент в последовател󰑭ност󰑭.

У󰑨е прочитанный элемент второй ра󰑬 не прочитаетс󰑱.
Алгоритмы, рассчитанные на обработку последовател󰑭ностей, могут имет󰑭
сло󰑨ност󰑭 по пам󰑱ти O(1) и по времени O(N).
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Пример: абстракци󰑱 массива

create 󰯹 со󰑬дат󰑭 массив. Статический или динамический?

way 1: int a[100];
way 2: int *b = calloc(100, sizeof(int));

destroy 󰯹 удалит󰑭 массив. Статический или динамический?
way 1: // not required
way 2: free(b);
fetch 󰯹 обратит󰑭с󰑱 к элементу массива. Основна󰑱 операци󰑱 (метод).
way 1: int q1 = a[i];
way 2: int q2 = b[i];
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Пример: абстракци󰑱 вектор

create 󰯹 со󰑬дат󰑭 вектор. Ра󰑬мер вектора мо󰑨но и󰑬мен󰑱т󰑭. Начал󰑭ный ра󰑬мер
мо󰑨но 󰑬адат󰑭. Вектор мо󰑨ет быт󰑭 и пустым.
destroy 󰯹 удалит󰑭 вектор.
get/put 󰯹 обратит󰑭с󰑱 к элементу вектора на чтение/󰑬апис󰑭. Во втором
случае нам дол󰑨ны предоставит󰑭 l-󰑬начение.
resize 󰯹 и󰑬менит󰑭 ра󰑬мер вектора на требуемый.
push 󰯹 расширит󰑭 вектор на один элемент и поло󰑨ит󰑭 туда передаваемое
󰑬начение.
pop 󰯹 умен󰑭шит󰑭 ра󰑬мер вектора на один элемент и вернут󰑭 󰑬начение того
элемента, который там находилс󰑱.
size 󰯹 вернут󰑭 количество элементов вектора.
empty 󰯹 предикат, во󰑬враща󰑧щий истину, если вектор пуст.
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Классификаци󰑱 методов

При реали󰑬ации абстракций ра󰑬лича󰑧т методы полные или тотал󰑭ные и
частичные.

Тотал󰑭ные методы абстракции успешно исполн󰑱󰑧тс󰑱 при л󰑧бом начал󰑭ном
состо󰑱нии об󰑫екта. Дл󰑱 вектора, например, это операции push, empty и
другие.
Частичные методы исполн󰑱󰑧тс󰑱 тол󰑭ко при конечном количестве состо󰑱ний
об󰑫екта. Дл󰑱 вектора это, например pop.
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Абстракци󰑱 стек

Одна и󰑬 удобных абстракций 󰯹 стек. Он дол󰑨ен предоставл󰑱т󰑭 нам методы:

create 󰯹 со󰑬дат󰑭 стек. Мо󰑨ет быт󰑭, потребуетс󰑱 аргумент, определ󰑱󰑧щий
максимал󰑭ный ра󰑬мер стека.
push 󰯹 󰑬анести элемент в стек. Ра󰑬мер стека увеличиваетс󰑱 на единицу.
󰑪анесённый элемент становитс󰑱 вершиной стека.
pop 󰯹 и󰑬влеч󰑭 элемент, 󰑱вл󰑱󰑧щийс󰑱 вершиной стека и умен󰑭шит󰑭 ра󰑬мер
стека на единицу. Если стек пуст, то 󰑬начение операции не определено.
peek 󰯹 получит󰑭 󰑬начение элемента, наход󰑱щегос󰑱 на вершине стека, не
и󰑬мен󰑱󰑱 стека. Если стек пуст, 󰑬начение операции не определено.
empty 󰯹 предикат. Истинен, когда стек пуст.
destroy 󰯹 уничто󰑨ит󰑭 стек.
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Абстракци󰑱 очеред󰑭

Она предоставл󰑱ет пон󰑱ти󰑱 головыи хвоста очереди и методы:

create 󰯹 со󰑬дат󰑭 очеред󰑭. Иногда эффективно имет󰑭 во󰑬мо󰑨ност󰑭 имет󰑭
очеред󰑭 определённого ра󰑬мера.
push 󰯹 󰑬анести элемент в очеред󰑭. Ра󰑬мер очереди увеличиваетс󰑱 на
единицу. 󰑪анесённый элемент становитс󰑱 головой очереди.
pop 󰯹 и󰑬влеч󰑭 элемент, 󰑱вл󰑱󰑧щийс󰑱 вершиной стека и умен󰑭шит󰑭 ра󰑬мер
стека на единицу. Если стек пуст, то 󰑬начение операции не определено.
peek 󰯹 получит󰑭 󰑬начение элемента, наход󰑱щегос󰑱 на вершине стека, не
и󰑬мен󰑱󰑱 стека. Если стек пуст, 󰑬начение операции не определено.
empty 󰯹 предикат. Истинен, когда стек пуст.
destroy 󰯹 уничто󰑨ит󰑭 стек.
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Абстракци󰑱 мно󰑨ество
Мно󰑨ество ест󰑭 совокупност󰑭 однотипных элементов, на которых определена
операци󰑱 сравнени󰑱 на равенство.
Обо󰑬начение: списком 󰑬начений внутри фигурных скобок.
Пустое мно󰑨ество: s = {}.

insert 󰯹 добавление элемента в мно󰑨ество.
{1,2,3}.insert(5) -> {1,2,3,5}
{1,2,3}.insert{2} -> {1,2,3}

remove 󰯹 удалит󰑭 элемент и󰑬 мно󰑨ества.
{1,2,3}.remove(3) -> {1,2}
{1,2,3}.remove(5) -> ? or {1,2,3}

in 󰯹 определит󰑭 принадле󰑨ност󰑭 мно󰑨еству.
{1,2,3}.in(2) -> true
{1,2,3}.in(5) -> false

size 󰯹 определит󰑭 количество элементов в мно󰑨естве.
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Абстракци󰑱 список

Она предоставл󰑱ет пон󰑱ти󰑱 головы, текущего списка, следу󰑧щего и следу󰑧щего
элементов и методы:

create 󰯹 со󰑬дат󰑭 список и вернут󰑭 его голову.
insert 󰯹 󰑬анести элемент в определённое место списка. Варианты: в начало, в
конец, перед текущим элементом, после текущего элемента.
find 󰯹 найти элемент с 󰑬аданным 󰑬начением.
empty 󰯹 предикат. Истинен, когда список пуст.
destroy 󰯹 уничто󰑨ит󰑭 очеред󰑭.
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В󰑬аимоотношение абстракций

Уровен󰑭 абстрагировани󰑱 мо󰑨ет быт󰑭 ра󰑬ным.
Некоторые абстракции мо󰑨но выра󰑨ат󰑭 чере󰑬 другие.
Например, стек и очеред󰑭 мо󰑨но реали󰑬оват󰑭 чере󰑬 списки.
Удобно со󰑬дат󰑭 ба󰑬ис абстракций дл󰑱 реали󰑬ации сло󰑨ных алгоритмов чере󰑬
более простые.
Такой ба󰑬ис мы и будем со󰑬дават󰑭.
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Ещё о сло󰑨ности. Аморти󰑬ационный
анали󰑬.
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Реали󰑬аци󰑱 вектора

Основна󰑱 󰑬адача вектора 󰯹 максимал󰑭но быстра󰑱 операци󰑱 fetch.
Втора󰑱 󰑬адача 󰯹 быстрое исполнение push и pop.
Реали󰑬аци󰑱 вектора в виде св󰑱󰑬ного списка даст сло󰑨ност󰑭 push и pop в
O(1), но fetch в O(N), где N 󰯹 ра󰑬мер вектора.
Требуетс󰑱 реали󰑬аци󰑱 с испол󰑭󰑬ованием массива.
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Реали󰑬аци󰑱 вектора
capacity 󰯹 число элементов, под которые 󰑬ака󰑬ана пам󰑱т󰑭, used 󰯹 число
реал󰑭но хран󰑱щихс󰑱 элементов.

capacity󰁽 󰂀󰁿 󰁾
5, 12󰁿󰁾󰁽󰂀
used

, ?, ?, ?, ?

Операци󰑱 push_back увеличивает used на 1 и ра󰑬мещает очередной элемент в
новой по󰑬иции.

capacity󰁽 󰂀󰁿 󰁾
5, 12, 20󰁿 󰁾󰁽 󰂀

used

, ?, ?, ?
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Реали󰑬аци󰑱 вектора

Если used дол󰑨ен стат󰑭 бол󰑭ше capacity, то массив расшир󰑱етс󰑱.

capacity󰁽 󰂀󰁿 󰁾
5, 12, 20, 4, 7, 33󰁿 󰁾󰁽 󰂀

used

становитс󰑱

capacity󰁽 󰂀󰁿 󰁾
5, 12, 20, 4, 7, 33󰁿 󰁾󰁽 󰂀

used

, ?, ?, ?
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Реали󰑬аци󰑱 вектора: сло󰑨ност󰑭 операции push_back

Мы видим два варианта ра󰑬вити󰑱 событий:
◮ fast_path: used < capacity → T = O(1).
◮ slow_path: used 󰃍 capacity → T = O(new_capacity + used+ used).

Второй вариант встречаетс󰑱 ре󰑨е, но имеет бол󰑭шу󰑧 сло󰑨ност󰑭.
Выгоден ли такой алгоритм?
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Реали󰑬аци󰑱 вектора: сло󰑨ност󰑭 операции push_back
Пуст󰑭 начал󰑭ный ра󰑬мер вектора s, и ка󰑨дый ра󰑬 после переполнени󰑱 он
увеличиваетс󰑱 на d.
Тогда при добавлении n элементов:

T = O

󰀳

󰁃
n󰁽 󰂀󰁿 󰁾

1 + · · ·+ 1󰁿 󰁾󰁽 󰂀
s

+(3s+ d) + 1 + · · ·+ 1󰁿 󰁾󰁽 󰂀
d

+(3(s+ d) + d)) + . . .

󰀴

󰁄

Пуст󰑭 k 󰯹 количество 󰯺длинных󰯻 операций.
Тогда итоговый ра󰑬мер массива n = s+ kd.
Общее количество операций

N(k) = s+ (3s+ d) + d+ (3s+ 4d) + d+ · · ·+ 3(s+ (k − 1)d+ d)

Мато󰑨идание сло󰑨ности операции, приведённое к одной операции

lim
k→∞

N(k)

n(k)
= k.
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Реали󰑬аци󰑱 вектора: друга󰑱 стратеги󰑱 операции push_back
Пуст󰑭 начал󰑭ный ра󰑬мер вектора s, и ка󰑨дый ра󰑬 после переполнени󰑱 он
увеличиваетс󰑱 в q > 1 ра󰑬.
Тогда при добавлении n элементов:

T = O

󰀳

󰁃
n󰁽 󰂀󰁿 󰁾

1 + · · ·+ 1󰁿 󰁾󰁽 󰂀
s

+(sq + s+ s) + 1 + · · ·+ 1󰁿 󰁾󰁽 󰂀
d

+(sq2 + sq + sq) + . . .

󰀴

󰁄

Пуст󰑭 k 󰯹 количество 󰯺длинных󰯻 операций.
Тогда итоговый ра󰑬мер массива n = sqk.
Общее количество операций

N(k) = s+ (s(q + 2)) + sq − s+ (sq(q + 2)) + sq2 − sq + . . .

Мато󰑨идание сло󰑨ности операции, приведённое к одной операции

lim
k→∞

N(k)

n(k)
= 1.
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Аморти󰑬ационный анали󰑬

При исполнении алгоритма име󰑧тс󰑱 операции двух типов: длинные и
короткие.
Длинна󰑱 операци󰑱 исполн󰑱етс󰑱 достаточно редко, но после её исполнени󰑱
по󰑱вл󰑱етс󰑱 во󰑬мо󰑨ност󰑭 исполнит󰑭 много коротких, 󰯺ра󰑬ма󰑬ыва󰑱󰯻 или
󰯺аморти󰑬иру󰑱󰯻 её сло󰑨ност󰑭.
Мы применили 󰯺аггрегиру󰑧щий󰯻 анали󰑬, чере󰑬 мато󰑨идание.
Ещё испол󰑭󰑬у󰑧т 󰯺метод предоплаты󰯻 и 󰯺метод потенциалов󰯻.

С. Л. Бабичев Алгоритмы и структуры данных. Введение 8 феврал󰑱 2024 г. 43 / 44



Аморти󰑬ационный анали󰑬: метод предоплаты
Другие на󰑬вани󰑱: метод монеток, метод бухучёта.

Рассмотрим вектор при q = 2.
Предполо󰑨им, что мы 󰑬аводим счёт в банке и ка󰑨да󰑱 операци󰑱 и󰑬мен󰑱ет этот
счёт либо добавл󰑱󰑱 di единиц, либо снима󰑱 wi единиц.
Требуетс󰑱 найти 󰑬начени󰑱 di и wi такие, что при исполнении алгоритма счёт
не становитс󰑱 отрицател󰑭ным, а после его исполнени󰑱 󰯹 бли󰑬ок к нул󰑧.
Дл󰑱 простых операций будем класт󰑭 п󰑱т󰑭 монеток.
Что происходит в сло󰑨ных:

◮ Одну монетку мы кладём на будущее.
◮ Мы 󰑬ака󰑬ываем пам󰑱т󰑭 2n и на это уйдут по две монетки и󰑬 ре󰑬ерва.
◮ Мы копируем старый массив в новый и на это уйдут по монетке их ре󰑬ерва.
◮ Мы уничто󰑨аем старый массив длины n 󰑬а врем󰑱 O(n), и󰑬расходовав по одной

монетке.

Ни в один момент времени не имеетс󰑱 отрицател󰑭ного числа монет.
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