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Аморти󰑬ационный анали󰑬. Предподсчёт.
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Предподсчёт

󰑪адача. Дан массив A и󰑬 N элементов. Дано M 󰑬апросов R(l, r) вида:
подсчитат󰑭 сумму элементов от li до ri вкл󰑧чител󰑭но, 0 󰃑 l 󰃑 r < N .

Примитивное решение: Подсчитыват󰑭 ка󰑨дый ра󰑬 󰑬апрашиваему󰑧 сумму.
Сло󰑨ност󰑭 алгоритма: по пам󰑱ти O(1), по времени O

󰀓󰁓N
i=1(ri − li)

󰀔
.

Решение с предподсчётом. Сформируем новый массив B[0 . . . N ] и󰑬 N + 1
элементов такого вида:

Bk =

󰀫
0, если k = 0,
󰁓k

i=0 Ai, если k > 0.

Тогда 󰑬начение 󰑬апроса R(l, r) ест󰑭 󰑬начение Br+1 − Bl.
Сло󰑨ност󰑭 алгоритма: по пам󰑱ти O(N), по времени O(N +M).
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Предподсчёт

Аморти󰑬ированна󰑱 сло󰑨ност󰑭 примитивного алгоритма на одну операци󰑧

T1 = O(Avgi=1,M ri − li).

Аморти󰑬ированна󰑱 сло󰑨ност󰑭 алгоритма с предподсчётом

T1 = O(1).
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Рекурси󰑱.
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Рекурсивное построение перестановок

Мы пол󰑭󰑬овалис󰑭 рекурсией дл󰑱 ра󰑬биени󰑱 󰑬адачи на под󰑬адачи.
Рекурси󰑱 󰯹 универсал󰑭ный механи󰑬м дл󰑱 решени󰑱 бол󰑭шого количества
󰑬адач.

󰑪адача. Построит󰑭 все перестановки 󰑬аданного мно󰑨ества S и󰑬 N элементов.
Решение: Если име󰑧тс󰑱 все перестановки P дл󰑱 n элементов, то получит󰑭 все
перестановки дл󰑱 n+ 1 элемента мо󰑨но добавив в ка󰑨ду󰑧 их перестановок Pn

элемент Sn+1 во всево󰑬мо󰑨ные по󰑬иции (которых n+ 1).

В󰑬󰑱в 󰑬аданное мно󰑨ество S, мы мо󰑨ем 󰑬афиксироват󰑭 первый элемент,
построит󰑭 на оставшейс󰑱 части все перестановки подмно󰑨ества S ′ = S \ S1,
󰑬атем все перестановки S ′ = S \ S2 и так далее.
Если всё проводит󰑭 рекурсивно, то получаем все перестановки S.
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Рекурсивное построение перестановок

void all_permutations(char *a, int left, int right) {
if (left == right) puts(a);
else {

for (int i = left; i < right; i++) {
swap(a+left, a+i);
all_permutations(a, left+1, right);
swap(a+left, a+i);

}
}

}
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Перебор с во󰑬вратом (backtraking)

Р󰑱д 󰑬адач 󰑱вным обра󰑬ом имеет под󰑬адачи, реша󰑧щиес󰑱 тем 󰑨е способом.
Дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи требуетс󰑱 решит󰑭 все под󰑬адачи и обработат󰑭 их
ре󰑬ул󰑭таты (консолидироват󰑭).
Много таких под󰑬адач будет в следу󰑧щем семестре в теме 󰯺динамическое
программирование󰯻.
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Классическа󰑱 󰑬адача

󰑪адача. Имеетс󰑱 шахматна󰑱 доска ра󰑬мером N ×N . Шахматный кон󰑭 стоит на
поле a1. Требуетс󰑱 обойти доску таким обра󰑬ом, чтобы кон󰑭 побывал на ка󰑨дом
поле ровно по одному ра󰑬у.
Решение:

Что ест󰑭 под󰑬адача? В текущей по󰑬иции выполнит󰑭 очередной ход или
обнару󰑨ит󰑭, что ход нево󰑬мо󰑨ен. Если ход не во󰑬мо󰑨ен и доска не 󰑬аполнена,
то ну󰑨но вернут󰑭с󰑱 на󰑬ад и сделат󰑭 другой ход.
Что ест󰑭 по󰑬ици󰑱? Например, массив N ×N , содер󰑨ащий номер хода.
Как делаетс󰑱 ход? Ну󰑨на󰑱 клетка 󰑬аполн󰑱етс󰑱 номером хода.
Как ход берётс󰑱 на󰑬ад? Клетка об󰑫󰑱вл󰑱етс󰑱 не󰑬ан󰑱той. Мы дол󰑨ны вернут󰑭с󰑱
на󰑬ад и сделат󰑭 очередной ход, который мы не рассматривали.
Что ну󰑨но помнит󰑭? Истори󰑧 продви󰑨ени󰑱 к цели.
Какова сло󰑨ност󰑭? Бол󰑭ша󰑱. Неполиномиал󰑭на󰑱.
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Автоматы.
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Пон󰑱тие автомата

Автоматы 󰯹 прои󰑬ведение мно󰑨еств состо󰑱ний P и переходов T .
Име󰑧тс󰑱 начал󰑭ное состо󰑱ние автомата и 󰑬акл󰑧чител󰑭ное состо󰑱ние.
Конечный автомат 󰯹 автомат с ограниченными мно󰑨ествами состо󰑱ний и
переходов.
Вход автомата 󰯹 событи󰑱, вы󰑬ыва󰑧щие переходы.
Детерминированный конечный автомат 󰯹 конечный автомат, в котором одна
и та 󰑨е последовател󰑭ност󰑭 входных данных приводит при одном и том 󰑨е
начал󰑭ном состо󰑱нии к одному и тому 󰑨е 󰑬акл󰑧чител󰑭ному.
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Применение автоматов

󰑪адача. На вход алгоритма подаётс󰑱 последовател󰑭ност󰑭 символов. На󰑬овём
строкой л󰑧бу󰑧 подпоследовател󰑭ност󰑭 символов, начина󰑧щу󰑧с󰑱 на 󰑬нак
одиночной кавычки или двойной кавычки и 󰑬аканчива󰑧щейс󰑱 ей 󰑨е. Внутри строк
могут находит󰑭с󰑱 л󰑧бые символы, кроме 󰑬аверша󰑧щего.
Ну󰑨но определит󰑭 корректност󰑭 входной последовател󰑭ности.
Примеры:

’abracadabra’ - OK
’abra"shvabra cadabra’ - OK
"" - OK
"abra’shravra’ - Fail

С. Л. Бабичев Алгоритмы и структуры данных. Введение 8 феврал󰑱 2024 г. 12 / 25



Традиционный способ решени󰑱

int check(const char *s) {
const char *ps = s;
while (*ps != 0) {

if (*ps == ’\’’) {
while (*++ps != 0 && *ps != ’\’’) {}
if (*ps == ’\’’) ps++;
else if (*ps == 0) return 0;

} else if (*ps == ’"’) {
while (*++ps != 0 && *ps != ’"’) {}
if (*ps == ’"’) ps++;
else if (*ps == 0) return 0;

} else {
ps++;

}
}
return 1;

}
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Конечный автомат

OUT IN1

IN2 ERROR

Any

Any

Any

‘

“

‘

“

OK

END

END

END
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Конечный автомат

int DFA(const char *s) {
enum {OUT, IN1, IN2} state = OUT;
for (const char *ps = s; *ps != 0; ps++) {

if (state == IN1 && *ps == ’\’’) state = OUT;
else if (state == IN2 && *ps == ’"’) state = OUT;
else if (state == OUT && *ps == ’\’’) state = IN1;
else if (state == OUT && *ps == ’"’) state = IN2;

}
return state == OUT;

}
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Конечный автомат

Мо󰑨но построит󰑭 таблицу переходов.

Any ’ " END
OUT OUT IN1 IN2 OK
IN1 IN1 OUT IN1 ERROR
IN2 IN2 IN2 OUT ERROR
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Два ука󰑬ател󰑱.
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Два ука󰑬ател󰑱

Алгоритмы двух ука󰑬ателей напомина󰑧т алгоритмы конечных автоматов.
Конечный автомат последовател󰑭но обходит последовател󰑭ност󰑭, и󰑬мен󰑱󰑱
состо󰑱ни󰑱 автомата.
Два ука󰑬ател󰑱 последовател󰑭но обход󰑱т одну или две последовател󰑭ности,
и󰑬мен󰑱󰑱 состо󰑱ни󰑱 автомата.
После начал󰑭ного состо󰑱ни󰑱 провер󰑱󰑧тс󰑱 услови󰑱. Проверка услови󰑱
приводит либо к продви󰑨ени󰑧 первого ука󰑬ател󰑱, либо к продви󰑨ени󰑧
второго.
Алгоритм 󰑬аканчиваетс󰑱 либо по дости󰑨ени󰑧 ре󰑬ул󰑭тата, либо по
󰑬авершени󰑧 продви󰑨ени󰑱 ука󰑬ателей.
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Симметрическа󰑱 ра󰑬ност󰑭 мно󰑨еств

󰑪адача. Над элементами двух мно󰑨еств A и B определена операци󰑱 сравнени󰑱 и
они 󰑬аданы своими элементами, располо󰑨енными согласно этой операции.
Имеетс󰑱 операци󰑱 нахо󰑨дени󰑱 следу󰑧щего элемента мно󰑨ества, исполн󰑱ема󰑱 󰑬а
врем󰑱 O(f(|A|). Требуетс󰑱 󰑬а врем󰑱 O(|A| · f(|A|) + |B| · f(|B|)) найти мно󰑨ество
C = A△B.
Решение: Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 алгоритмом двух ука󰑬ателей.

Найдём первые элементы мно󰑨ества и установим на них виртуал󰑭ные
ука󰑬атели.
Если в каком-то мно󰑨естве обработаны все элементы 󰯹 добавит󰑭 в C
необработанные элементы другого мно󰑨ества и 󰑬атем 󰑬авершит󰑭 алгоритм.
Сравним элементы. Тот элемент, которые мен󰑭ше отправим элемент в C и
продвинем соответству󰑧щий ука󰑬ател󰑭.
Если элементы равны 󰯹 продвинем оба ука󰑬ател󰑱. Во󰑬вращаемс󰑱 к п. 3.
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Симметрическа󰑱 ра󰑬ност󰑭 мно󰑨еств

Начало алгоритма

1 2 5 9 13 16

2 4 5 6 7
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Симметрическа󰑱 ра󰑬ност󰑭 мно󰑨еств
Элемент первого мно󰑨ества мен󰑭ше 󰯹 отправл󰑱ем в C.

1 2 5 9 13 16

2 4 5 6 7

1
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Симметрическа󰑱 ра󰑬ност󰑭 мно󰑨еств
Передвинули ука󰑬ател󰑭 первого мно󰑨ества.

Два элемента совпали 󰯹 пропускаем обоих.

1 2 5 9 13 16

2 4 5 6 7

1
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Симметрическа󰑱 ра󰑬ност󰑭 мно󰑨еств
Передвинули ука󰑬ател󰑭 первого мно󰑨ества.

Одно мно󰑨ество исчерпано 󰯹 будем копироват󰑭 остаток другого.

1 2 5 9 13 16

2 4 5 6 7

1 4 5 6 7
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Симметрическа󰑱 ра󰑬ност󰑭 мно󰑨еств

Передвинули ука󰑬ател󰑭 первого мно󰑨ества.

󰑪авершение алгоритма.

1 2 5 9 13 16

2 4 5 6 7

1 4 5 6 7 9 13 16
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Симметрическа󰑱 ра󰑬ност󰑭 мно󰑨еств 󰯹 сло󰑨ност󰑭

Ка󰑨дый элемент мно󰑨ества S потребовал ровно |S| операций поиска
следу󰑧щего, ка󰑨да󰑱 со сло󰑨ност󰑭󰑧 O(f(|S|)).
Обща󰑱 сло󰑨ност󰑭 совпадает с требуемой.
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