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󰑪адача сортировки

Имеетс󰑱 последовател󰑭ност󰑭 и󰑬 n кл󰑧чей.

k1, k2, . . . , kn

Требуетс󰑱: упор󰑱дочит󰑭 кл󰑧чи по не убывани󰑧 или не во󰑬растани󰑧.
Это о󰑬начает: найти перестановку кл󰑧чей

p1, p2, . . . , pn

таку󰑧, что

kp1 󰃑 kp2 󰃑 · · · 󰃑 kpn

или

kp1 󰃍 kp2 󰃍 · · · 󰃍 kpn
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󰑪адача сортировки

Элементами сортируемой последовател󰑭ности могут имет󰑭 л󰑧бые типы данных.
Об󰑱󰑬ател󰑭ное условие 󰯹 наличие кл󰑧ча.

Последовател󰑭ност󰑭:
(Москва, 10000000), (Н󰑭󰑧-Йорк, 12000000), (Пари󰑨, 9000000), (Токио,
20000000), (Лондон, 10000000), (Дели, 9000000)

Кл󰑧ч 󰯹 число 󰑨ителей

С. Л. Бабичев Сортировка 8 феврал󰑱 2024 г. 4 / 71



Устойчивост󰑭 сортировки

Алгоритм сортировки устойчивый, если он сохран󰑱ет относител󰑭ный пор󰑱док
элементов.

Начал󰑭на󰑱 последовател󰑭ност󰑭:
(Москва, 10000000), (Н󰑭󰑧-Йорк, 12000000), (Пари󰑨, 9000000), (Токио,
20000000), (Лондон, 10000000), (Дели, 9000000)

Устойчива󰑱 сортировка:
(Токио, 20000000), (Н󰑭󰑧-Йорк, 12000000), (Москва, 10000000), (Лондон,
10000000), (Пари󰑨, 9000000), (Дели, 9000000)

Неустойчива󰑱 сортировка:
(Токио, 20000000), (Н󰑭󰑧-Йорк, 12000000), (Лондон, 10000000), (Москва,
10000000), (Пари󰑨, 9000000), (Дели, 9000000)
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Сортировки сравнением.
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Сортировка сравнением

Один и󰑬 видов сортировки: сортировка сравнением.

Требовани󰑱 к алгоритму: дл󰑱 кл󰑧чей дол󰑨на существоват󰑭 операци󰑱
сравнени󰑱

a < b

Полагаетс󰑱, что
(a < b) ∧ (b < a) → a = b

Это необходимое условие дл󰑱 собл󰑧дени󰑱 󰑬акона трихотомии: дл󰑱 л󰑧бых a, b либо
a < b, либо a = b, либо a > b.
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Сортировка в 󰑱󰑬ыке Си

Требуетс󰑱 функци󰑱 сравнени󰑱 элементов.
int cmp(void const *el1, void const *el2);
Дол󰑨на во󰑬вращат󰑭 0, если элементы равны, что-то отрицател󰑭ное, если
первый мен󰑭ше и что-то поло󰑨ител󰑭ное, если первый бол󰑭ше.

int cmp_int(const void *el1, const void *el2) {
return *(const int *)el1 - *(const int *)el2;

}

С. Л. Бабичев Сортировка 8 феврал󰑱 2024 г. 8 / 71



Сортировка в 󰑱󰑬ыке Си

#include <stdlib.h>

...
int a[100];
...
qsort(a, 100, sizeof a[0], cmp_int);
// Here a is sorted in ascending order
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Пон󰑱тие инверсии

Определение: Инверси󰑱 󰯹 пара кл󰑧чей с нарушенным пор󰑱дком следовани󰑱.

{4, 15, 6, 99, 3, 15, 1, 8}

Име󰑧тс󰑱 следу󰑧щие инверсии:
(4,3), (4,1), (15,6), (15,3), (15,1), (15,8), (6,3), (6,1),
(99,3), (99,15), (99,1), (99,8), (3,1), (15,1), (15,8)
Перестановка соседних элементов, располо󰑨енных в ненадле󰑨ащем пор󰑱дке,
умен󰑭шает количество инверсий ровно на 1.
Количество инверсий в л󰑧бом мно󰑨естве конечно, в отсортированном 󰯹
равно нул󰑧.
Количество обменов дл󰑱 сортировки конечно и не превосходит числа
инверсий.
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Сортировка пу󰑬ыр󰑭ком
Один и󰑬 простейших в реали󰑬ации алгоритмов.

Основна󰑱 иде󰑱: до тех пор, пока соседние элементы не в пор󰑱дке, мен󰑱ем их
местами.

{10, 4󰁿󰁾󰁽󰂀, 14, 25, 77, 2}

{4, 10, 14󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 25, 77, 2}

{4, 10, 14, 25󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 77, 2}

{4, 10, 14, 25, 77󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 2}

{4, 10, 14, 25, 77, 2󰁿󰁾󰁽󰂀}

{4, 10, 14, 25, 2, 77}
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Сортировка пу󰑬ыр󰑭ком: сло󰑨ност󰑭 алгоритма

Лучший случай: { 1, 2, 3, 4, 5, 6} 󰯹 O(N).

Худший случай: { 6, 5, 4, 3, 2, 1} 󰯹 O(N2).

Средний случай: O(N2)
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Сортировка пу󰑬ыр󰑭ком

void bubblesort(int a[], int n) {
bool sorted = false;
while (!sorted) {

sorted = true;
for (int i = 0; i < n-1; i++) {

if (a[i] > a[i+1]) {
std::swap(a[i],a[i+1]); // C++!
sorted = false;

}
}
n--;

}
}
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Сортировка пу󰑬ыр󰑭ком: инвариант
Инвариант: после i-го прохода на верных местах находитс󰑱 не менее i элементов
󰯺справа󰯻

{ 5, 3 , 15, 7, 6, 2, 11, 13}

{3, 5, 15 , 7, 6, 2, 11, 13}

{3, 5, 15, 7 , 6, 2, 11, 13}

{3, 5, 7, 15, 6 , 2, 11, 13}

{3, 5, 7, 6, 15, 2 , 11, 13}

{3, 5, 7, 6, 2, 15, 11 , 13}

{3, 5, 7, 6, 2, 11, 15, 13 }
{3, 5, 7, 6, 2, 11, 13, 15}
{3, 5, 6, 2, 7, 11, 13, 15}
{3, 5, 2, 6, 7, 11, 13, 15}
{3, 2, 5, 6, 7, 11, 13, 15}
{2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 15}
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Сортировка пу󰑬ыр󰑭ком: особенности

Крайне проста в реали󰑬ации и понимании.
Устойчива.
Сло󰑨ност󰑭 в наилучшем случае O(N).
Сло󰑨ност󰑭 в наихудшем случае O(N2).
Сортирует на месте.
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Сортировка вставками

Первый проход 󰯹 ну󰑨но поместит󰑭 самый лёгкий элемент на перву󰑧 по󰑬ици󰑧.
В i-м проходе ищетс󰑱, куда поместит󰑭 очередной ai внутри левых i элементов.
Элемент ai помещаетс󰑱 на место, сдвига󰑱 вправо остал󰑭ные внутри области
0 . . . i.

Инвариант: после i-го прохода обеспечена упор󰑱доченност󰑭 левых i элементов.
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Сортировка вставками

Инвариант сортировки вставками:

a1, a2, . . . , ai−1󰁿 󰁾󰁽 󰂀, ai, . . . , an
a1 󰃑 a2 󰃑 · · · 󰃑 ai−1

На шаге i имеетс󰑱 упор󰑱доченный подмассив a1, a2, . . . , ai−1 и элемент ai, который
надо вставит󰑭 в подмассив бе󰑬 потери упор󰑱доченности.
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Сортировка вставками

void sort_insertion(int *a, int n) {
for (int i = 1; i < n; i++) {

int j = i;
int tmp = a[i];
while (j >= 1 && tmp < a[j-1]) {

a[j] = a[j-1];
j--;

}
a[j] = tmp;

}
}
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Сортировка вставками

Определение сло󰑨ности.

Худший случай 󰯹 упор󰑱доченный по убывани󰑧 массив. Тогда цикл вставки
всегда будет доходит󰑭 до 1-го элемента.
Дл󰑱 вставки элемента ai потребуетс󰑱 i− 1 итераци󰑱.
По󰑬иции ищутс󰑱 дл󰑱 N − 1 элемента. Общее врем󰑱

T (N) =
N󰁛

i=2

c(i− 1) =
cN(N − 1)

2
= O(N2).

Лучший случай 󰯹 упор󰑱доченный по во󰑬растани󰑧 массив. T (N) = O(N)
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Сортировка вставками: особенности

Сортировка упор󰑱доченного массива требует O(N).
Сло󰑨ност󰑭 в худшем случае O(N2).
Алгоритм устойчив.
Число дополнител󰑭ных переменных не 󰑬ависит от ра󰑬мера (in-place).
По󰑬вол󰑱ет упор󰑱дочиват󰑭 массив при динамическом добавлении новых
элементов 󰯹 online-алгоритм.
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Сортировки Шелла и comb
Помним, что один шаг сортировки пу󰑬ыр󰑭ком умен󰑭шает инверси󰑧 на 1.

I({8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1}) = 8 · 7
2

= 28

Мо󰑨ет быт󰑭 стоит обмениват󰑭 элементы с рассто󰑱нием d > 1?
Пуст󰑭 d = 4.

I({4, 7, 6, 5, 8, 3, 2, 1} = 21

󰑪а один шаг инверси󰑱 умен󰑭шилас󰑭 на 7.

{8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1}
{4, 7, 6, 5, 8, 3, 2, 1}
{4, 3, 6, 5, 8, 7, 2, 1}
{4, 3, 2, 5, 8, 7, 6, 1}
{4, 3, 2, 1, 8, 7, 6, 5}
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Сортировки Шелла и comb

Второй проход: d = 2

{4, 3, 2, 1, 8, 7, 6, 5}
{2, 3, 4, 1, 8, 7, 6, 5}
{2, 1, 4, 3, 8, 7, 6, 5}
{2, 1, 4, 3, 6, 7, 8, 5}
{2, 1, 4, 3, 6, 5, 8, 7}
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Сортировки Шелла и comb

Третий проход: d = 1

{2, 1, 4, 3, 6, 5, 8, 7}
{1, 2, 4, 3, 6, 5, 8, 7}
{1, 2, 3, 4, 6, 5, 8, 7}
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 7}
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}
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Сортировка comb

void combsort(int *a, int n) {
double s = n - 1;
while (s >= 1) {

int d = s;
for (int i = d; i < n; i++) {

if (a[i-d] > a[i]) {
swap(&a[i-d], &a[i]);

}
}
s /= 1.24733;

}
}
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Сортировка Шелла

void sort_insertion(int *a, int n) {
for (int i = 1; i < n; i++) {

int j = i;
int t = a[i];
while (j >= 1 && t < a[j-1]) {

a[j] = a[j-1];
j--;

}
a[j] = t;

}
}

void sort_shell(int *a, int n) {
int h;
for (h = 1; h <= n / 9; h = 3*h + 1)

;
for ( ; h > 0; h /= 3) {

for (int i = h; i < n; i++) {
int j = i;
int t = a[i];
while (j >= h && t < a[j-h]) {

a[j] = a[j-h];
j -= h;

}
a[j] = t;

}
}

}
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Сортировка Шелла

Дл󰑱 массива ра󰑬мером N = 100 последовател󰑭ност󰑭 d = {1, 4, 13, 40}inv

Сло󰑨ност󰑭 󰑬ависит от последовател󰑭ности d.

Дл󰑱 оригинал󰑭ной последовател󰑭ности худша󰑱 = O(N2)

Дл󰑱 d = {1, 4, 13, . . . } худша󰑱 = O(N
3
2 )

Дл󰑱 d = {1, 8, 23, 77, . . . , 4i+1 + 3 · 2i + 1, . . . } худша󰑱 = O(N
4
3 )
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Сортировки Шелла и comb

Особенности:
Сортировка упор󰑱доченного массива требует O(N).
Алгоритм неустойчив.
Число дополнител󰑭ных переменных не 󰑬ависит от ра󰑬мера (in-place).
Конкуренты попул󰑱рным алгоритмам при не очен󰑭 бол󰑭ших N .
Ни󰑬кий коэффициент аморти󰑬ации.
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Сортировка выбором

Шаги нумеруем с нул󰑱.
В i−м шаге рассматриваетс󰑱 област󰑭 от i до n− 1

В области находитс󰑱 минимал󰑭ный элемент на по󰑬иции j

Элементы ai и aj мен󰑱󰑧тс󰑱 местами.

Инвариант: после i итераций упор󰑱дочены первые i элементов.
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Сортировка выбором

{ 5, 3, 15, 7, 6, 2 , 11, 13}
{ 2, 3 , 15, 7, 6, 5, 11, 13}
{ 2, 3, 15, 7, 6, 5 , 11, 13}
{ 2, 3, 5, 7, 6 , 15, 11, 13}
{ 2, 3, 5, 6, 7 , 15, 11, 13}
{ 2, 3, 5, 6, 7, 15, 11 , 13}
{ 2, 3, 5, 6, 7, 11, 15, 13 }
{ 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 15 }
{ 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 15}
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Сортировка выбором: особенности

Во всех случа󰑱х сло󰑨ност󰑭 O(N2)!
Алгоритм устойчив.
in-place.
Количество операций обмена O(N) 󰯹 мо󰑨ет пригодит󰑭с󰑱 дл󰑱 сортировок
массивов с бол󰑭шими элементами.
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Сортировка сли󰑱нием
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Сортировка сли󰑱нием

Сли󰑱ние 󰯹 об󰑫единение отсортированных массивов.
Сло󰑨ност󰑭 операции сли󰑱ни󰑱 󰯹 Θ(N1 +N2).
Двухпутевое сли󰑱ние 󰯹 об󰑫единение двух отсортированных массивов.
Декомпо󰑬ици󰑱 󰯹 ра󰑬деление массива на подмассивы.
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Быстрые сортировки

Квадратичные устойчивые сортировки слишком медленны дл󰑱 того, чтобы
сортироват󰑭 бол󰑭шие последовател󰑭ности.
Сортировки Шелла и comb 󰯹 неустойчивы.
Рекурси󰑱?
Мечта: а что, если бы мы имели два отсортированных массива, 󰑬а какое
врем󰑱 мо󰑨но получит󰑭 отсортированный массив, содер󰑨ащий элементы обоих
массивов?

1 1 3 4 5 9

2 4 5 6 7

С. Л. Бабичев Сортировка 8 феврал󰑱 2024 г. 33 / 71



Сли󰑱ние массивов

Сло󰑨ност󰑭 операции сли󰑱ни󰑱 ест󰑭 Θ(N1 +N2).
Алгоритм 󰯹 два ука󰑬ател󰑱.
Установим их на начала массивов.

1 1 3 4 5 9

2 4 5 6 7

Сравним 󰑬начени󰑱 по этим ука󰑬ател󰑱м.
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Сли󰑱ние массивов

Мен󰑭шее 󰑬начение отправл󰑱ем в массив-приёмник и передвигаем
соответству󰑧щий ука󰑬ател󰑭.

1 1 3 4 5 9

2 4 5 6 7

1
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Сли󰑱ние массивов

Повтор󰑱ем так до тех пор, пока один и󰑬 ука󰑬ателей не выйдет 󰑬а границы
одного и󰑬 массивов:

1 1 3 4 5 9

2 4 5 6 7

1 1 2 3 4 4 5 5 6 7

И копируем остаток второго в выходной.
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Сли󰑱ние массивов

А тепер󰑭 󰯹 ра󰑬дел󰑱й и властвуй.
Предполо󰑨им, имелс󰑱 массив ра󰑬мером 1000 элементов.
Операци󰑱 сортировки вставками потребовала бы примерно 1000000 операций.
Если бы мы ра󰑬били массив на два по 500 и отсортировали бы ка󰑨дый,
общее количество операций было бы примерно 2 · 500 · 500 = 500000.
Сли󰑱ние добавило бы ещё 1000 операций. Итого 󰯹 501000 операци󰑱 вместо
1000000.
Всё 󰑨е рекурси󰑱.
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Сортировка сли󰑱нием

Массив S = {10, 5, 14, 7, 3, 2, 18, 4, 5, 13, 6, 8}

Декомпо󰑬ици󰑱 1: Массивы Sl = {10, 5, 14, 7, 3, 2} и Sr = {18, 4, 5, 13, 6, 8}
(Рекурсивно) Сортировка Sl : Sl = {2, 3, 5, 7, 10, 14}
(Рекурсивно) Сортировка Sr : Sr = {4, 5, 6, 8, 13, 18}
Сли󰑱ние 1: S = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 13, 14, 18}
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Сортировка сли󰑱нием

Псевдокод дл󰑱 алгоритма.

void mergeSort(int a[], int low, int high) {
if (high - low < THRESHOLD) {

plainSort(a, low, high);
} else {

int mid = (low + high) / 2;
mergeSort(a, low, mid);
mergeSort(a, mid+1, high);
merge(a, low, mid ,high);

}
}
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Сло󰑨ност󰑭 сортировки сли󰑱нием

Принцип ра󰑬дел󰑱й и властвуй 󰯹 мастер-теорема в действии.

T (N) = T

󰀕󰀛
N

2

󰀜󰀖
+ T

󰀕󰀙
N

2

󰀚󰀖
+Θ(N)

Количество под󰑬адач a = 2

Умен󰑭шение под󰑬адачи b = 2

Коэффициент d = 1.
logb a = log2 2 = 1 → T (N) = Θ(N logN).
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Сортировка сли󰑱нием: особенности

Требует добавочно Θ(N) пам󰑱ти.
Сло󰑨ност󰑭 не 󰑬ависит от входа и равна всегда Θ(N logN).
Устойчива!
Прекрасно подходит дл󰑱 внешней сортировки.
Прекрасно подходит дл󰑱 параллел󰑭ной сортировки.
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Нахо󰑨дение пор󰑱дковой статистики
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Нахо󰑨дение пор󰑱дковой статистики массива

Определение. k−й пор󰑱дковой статистикой массива на󰑬ываетс󰑱 k−й по
величине элемент массива.

Максимал󰑭ный(минимал󰑭ный) элемент массива 󰯹 1-󰑱 (N-󰑱) пор󰑱дкова󰑱
статистика;
медиана 󰯹 элемент, который находилс󰑱 бы в середине упор󰑱доченного
массива.
Median({1, 1, 1, 1, 1, 10}) = 1.0
Average({1, 1, 1, 1, 1, 10}) = 2.5
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Нахо󰑨дение k−й пор󰑱дковой статистики

Легко ли найти i−󰑧 пор󰑱дкову󰑧 статистику?

i=1 Нахо󰑨дение максимума 󰯹 очевидно, что сло󰑨ност󰑭 O(N).
i=2 Нахо󰑨дение второго по величине элемента. Простой способ: хранит󰑭 󰑬начени󰑱

двух элементов, максимал󰑭ного и второго по величине. Два сравнени󰑱 на
ка󰑨дой итерации. O(2N)

i=3 Нахо󰑨дение трет󰑭его по величине элемента. Простой способ: хранит󰑭
󰑬начени󰑱 трёх элементов, максимал󰑭ного, второго по величине, трет󰑭его по
величине. Три сравнени󰑱 на ка󰑨дой итерации. O(3N)

i=k Требуетс󰑱 ли испол󰑭󰑬оват󰑭 O(k) пам󰑱ти и тратит󰑭 O(kN) операций на одну
итераци󰑧?
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Нахо󰑨дение k−й пор󰑱дковой статистики

Алгоритм нахо󰑨дени󰑱 k−й пор󰑱дковой статистики методом ра󰑬дел󰑱й и властвуй:

Выбираем случайным обра󰑬ом элемент v массива S

Ра󰑬об󰑭ём массив на три подмассива Sl, элементы которого мен󰑭ше, чем v; Sv,
элементы которого равны v и Sr, элементы которого бол󰑭ше, чем v.

selection(S, k) =

󰀻
󰁁󰀿

󰁁󰀽

selection(Sl, k), если k 󰃑 |Sl|
v, если |Sl| < k 󰃑 |Sl|+ |Sv|
selection(Sr, k − |Sl|− |Sv|), если k > |Sl|+ |Sv|

С. Л. Бабичев Сортировка 8 феврал󰑱 2024 г. 45 / 71



Пример: Нахо󰑨дение k−статистики.

Массив S = {10, 6, 14, 7, 3, 2, 18, 4, 5, 13, 6, 8}
Надо найти k = 6 статистику.
Первый проход: выбран прои󰑬вол󰑭ный элемент 8.

Sl = {6, 7, 3, 2, 4, 5, 6} |Sl| = 7

Sv = {8} |Sv| = 1

Sr = {10, 14, 18, 13} |Sr| = 4

k < |Sl| → первый случай.
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Пример: Нахо󰑨дение k−статистики.

Второй проход: S = {6, 7, 3, 2, 4, 5, 6}

Выбран прои󰑬вол󰑭ный элемент 5.

Sl = {3, 2, 4} |Sl| = 3

Sv = {5} |Sv| = 1

Sr = {6, 7, 6} |Sr| = 3

k > |Sl|+ |Sv| → третий случай.
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Пример: Нахо󰑨дение k−статистики.

Третий проход: S = {6, 7, 6}

Выбран прои󰑬вол󰑭ный элемент 6.

Sl = {} |Sl| = 0

Sv = {6, 6} |Sv| = 2

Sr = {7} |Sr| = 1

|Sl| < k 󰃑 |Sl|+ |Sv| → второй случай.
Ответ: 6
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Нахо󰑨дение k−статистики. Сло󰑨ност󰑭

Алгоритм типа ра󰑬дел󰑱й и властвуй → работает мастер-теорема.

Идеал󰑭ный случай 󰯹 умен󰑭шение в 2 ра󰑬а.

Тогда

T (N) = T

󰀕
N

2

󰀖
+O(N)

Количество под󰑬адач a = 1

Умен󰑭шение ра󰑬мер под󰑬адачи b = 2

Коэффициент d = 1.

logb a = log2 1 = 0 < 1 → T (N) = O(N).
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Нахо󰑨дение k−статистики. Сло󰑨ност󰑭
Худший случай: при выборе ка󰑨дый ра󰑬 |Sl| = 0 или |Sr| = 0

T (N) = N + (N − 1) + · · · = Θ(N2)

Веро󰑱тност󰑭 такого событи󰑱 p =
󰁔

i=N,2

2
i
.

Пуст󰑭 хороший элемент 󰯹 такой, что его пор󰑱дковый номер L в отсортированном
массиве

1

4
|S| 󰃑 L 󰃑 3

4
|S|

Веро󰑱тност󰑭 p случайного элемента ока󰑬ат󰑭с󰑱 хорошим p = 1
2
.

Математическое о󰑨идание количества испытаний дл󰑱 выпадени󰑱 хорошего
элемента E = 2.
Следовател󰑭но

T (N) 󰃑 T

󰀕
3

4
N

󰀖
+O(N) → O(N)
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Детерминированное нахо󰑨дение хорошего элемента

Медиану мо󰑨но искат󰑭 как
󰁭n
2

󰁮
-󰑧 пор󰑱дкову󰑧 статистику.

Как обеспечит󰑭 сло󰑨ност󰑭 O(n) в худшем случае?
Рассмотрим следу󰑧щий алгоритм:

Ра󰑬об󰑭ём массив на подмассивы по 5 элементов.
Найдём медиану ка󰑨дого подмассива и сформируем и󰑬 них новый массив
ра󰑬мером

󰁯n
5

󰁰

Будем повтор󰑱т󰑭 алгоритм, начина󰑱 с (1) до тех пор, пока в массиве не
останетс󰑱 один элемент. Этот элемент и будет искомым ведущим элементом.
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Оценка качества поиска хорошего элемента

3 14 3 17 2

8 20 9 33 16

21 33 44 48 75

84 66 49 63 79

88 67 65 69 79

Ну󰑨но найти ни󰑨н󰑧󰑧 границу числа элементов,
превыша󰑧щих хороший.
По вертикали 󰯹 п󰑱тёрки, получившиес󰑱 на
предыдущей итерации.
Все элементы левее и/или выше медианы медиан
не превосход󰑱т её.
Минимум половина медиан п󰑱тёрок бол󰑭ше или
равна хорошему элементу.
Минимум ⌈N/5⌉ содер󰑨ат по три элемента не
мен󰑭ше хорошего.
Добавим одну группу с количеством элементов,
мен󰑭ших п󰑱ти и группу с хорошим элементом.
Общее количество убираемых не менее

3

󰀕󰀛
1

2

󰀛
N

5

󰀜󰀜
− 2

󰀖
󰃍 3N

10
− 6.
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Сло󰑨ност󰑭 алгоритма Selection дл󰑱 выбора п󰑱тёрками.

Общее врем󰑱 на рекурсивном вы󰑬ове складываетс󰑱 и󰑬:
Ра󰑬биение элементов O(N).
Рекурсивно: одна 󰑬адача сло󰑨ност󰑭󰑧 7

10
.

󰑪адача вычислени󰑱 медианы медиан сло󰑨ност󰑭󰑧 1
5
.

T (N) = T

󰀕
1

5
N

󰀖
+ T

󰀕
7

10
N

󰀖
+O(N) → T (N)
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Быстра󰑱 сортировка
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Быстра󰑱 сортировка

Алгоритм почти повтор󰑱ет алгоритм поиска медианы.
И󰑬 элементов выбираетс󰑱 ведущий (pivot). Чем он бли󰑨е, к медиане, тем
лучше!
Массив ра󰑬биваетс󰑱 на два. Лева󰑱 част󰑭 󰯹 элементы не бол󰑭ше ведущего,
права󰑱 част󰑭 󰯹 элементы, не мен󰑭ше ведущего.
Рекурсивно повтор󰑱󰑧тс󰑱 шаги 1 и 2 дл󰑱 обоих частей.

Лева󰑱 и права󰑱 части оста󰑧тс󰑱 внутри массива!
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Быстра󰑱 сортировка

Массив S = {10, 5, 14, 7, 3, 2, 18, 4, 5, 13, 6, 8}
Ра󰑬деление 1. Пуст󰑭 ведущий элемент = 8.

S1l = {5, 7, 3, 2, 4, 5, 6, 8}, S1r = {10, 14, 18, 13}

S1 = {5, 7, 3, 2, 4, 5, 6, 8󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 10, 14, 18, 13󰁿 󰁾󰁽 󰂀}

Рекурсивное ра󰑬деление 2. Пуст󰑭 ведущий элемент = 5
S1 = {5, 7, 3, 2, 4, 5, 6, 8}

S2l = {5, 3, 2, 4, 5}, S2r = {7, 6, 8}

S2 = {5, 3, 2, 4, 5󰁿 󰁾󰁽 󰂀, 7, 6, 8󰁿 󰁾󰁽 󰂀}
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Быстра󰑱 сортировка

Рассу󰑨дени󰑱 󰑬аставл󰑱󰑧т вспомнит󰑭 поиск k−й статистики и сортировку сли󰑱нием.
Лучший случай: выбираетс󰑱 медианный элемент.

T (N) = T

󰀕󰀛
N

2

󰀜󰀖
+ T

󰀕󰀙
N

2

󰀚󰀖
+Θ(N)

Количество под󰑬адач a = 2

Ра󰑬мер под󰑬адачи b = 2

Коэффициент d = 1.
logb a = log2 2 = 1 → T (N) = O(N logN).

С. Л. Бабичев Сортировка 8 феврал󰑱 2024 г. 57 / 71



Быстра󰑱 сортировка

Худший случай: ведущим выбираетс󰑱 минимал󰑭ный или максимал󰑭ный
элемент.
Веро󰑱тност󰑭 такого событи󰑱 при условии случайного выбора равна

p =
2

N
· 2

N − 1
· · · · · 2

3
=

2N−1

N !

При N = 10 p = 1.4× 10−4, при N = 20 p = 1.1× 10−13

Один и󰑬 способов: ведущий элемент ест󰑭 медиана и󰑬 трёх случайных
элементов массива.
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Быстра󰑱 сортировка: особенности

Мо󰑨ет проводит󰑭с󰑱 на месте.
Сло󰑨ност󰑭 в наихудшем случае O(N2), но с крайне малой веро󰑱тност󰑭󰑧.
Сло󰑨ност󰑭 в среднем O(N logN).

В пр󰑱молинейной реали󰑬ации испол󰑭󰑬ует до O(N) стека.
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󰑪адача ра󰑬биени󰑱 массива по ведущему
элементу.

С. Л. Бабичев Сортировка 8 феврал󰑱 2024 г. 60 / 71



Очевидно решение с испол󰑭󰑬ованием добавочной пам󰑱ти.
Наша цел󰑭 󰯹 ра󰑬биение на месте.
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󰑪адача о бармене

󰑪адача. На столе в р󰑱д сто󰑱т N непро󰑬рачных стаканов, 󰑬акрытых крышками. В
части и󰑬 них налито молоко, в части 󰯹 квас.

󰑪а одну операци󰑧 бармен мо󰑨ет либо открыт󰑭 крышку и посмотрет󰑭 цвет
напитка, либо переставит󰑭 л󰑧бые два стакана местами.

Пам󰑱т󰑭 у бармена нева󰑨на󰑱, он мо󰑨ет 󰑬апомнит󰑭 два-три факта. Помогите ему
расставит󰑭 стаканы так, чтобы слева сто󰑱ли все стаканы с молоком, а 󰑬а ним 󰯹
все стаканы с квасом.
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Решение 󰑬адачи о бармене

Хот󰑱 пам󰑱т󰑭 у бармена неглубока󰑱, он способен 󰑬апомнит󰑭 поло󰑨ение двух
стаканов.
Сначала он идёт слева и находит первый стакан с квасом и 󰑬апоминает его
по󰑬ици󰑧.
󰑪атем он идёт справа и 󰑬апоминает первый стакан с молоком.

С. Л. Бабичев Сортировка 8 феврал󰑱 2024 г. 63 / 71



Он мен󰑱ет стаканы местами и повтор󰑱ет операци󰑧 ищет стаканы: слева с
квасом, справа 󰯹 с молоком.
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После очередного обмена:
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После очередного обмена ука󰑬ател󰑭 на молоко 󰯺󰑬абе󰑨ал󰯻 󰑬а ука󰑬ател󰑭 на
кофе 󰯹 работа 󰑬акончена.

Да󰑨е не понадобилос󰑭 считат󰑭, скол󰑭ко стаканов какого цвета.
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Алгоритм Hoar_partition

Решение 󰑬адачи о бармене дало нам быстрый алгоритм 󰯺расслоени󰑱󰯻
массива на две области.
Стаканы с молоком 󰯹 элементы, мен󰑭шие ведущего элемента, с квасом 󰯹 не
мен󰑭шие.
Этот алгоритм 󰯹 алгоритм ра󰑬биени󰑱 (partition) Хоара.
Наличие далёких обменов приводит к неустойчивой сортировке.
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Алгоритм Lomuto_partition

Алгоритм Хоара 󰯹 вариаци󰑱 алгоритма двух ука󰑬ателей.
Она требует во󰑬мо󰑨ности прохода по массиву в двух направлени󰑱х.
Алгоритм Ломуто допускает дви󰑨ение строго в одном направление, и то󰑨е
двум󰑱 ука󰑬ател󰑱ми.
В качестве ведущего элемента рассматриваетс󰑱 последний элемент массива.
При исполнении алгоритм формирует нескол󰑭ко непересека󰑧щихс󰑱 мно󰑨еств:

мно󰑨ество x элементов, не бол󰑭ших ведущего, у󰑨е наход󰑱щихс󰑱 на своих
местах;
мно󰑨ество y элементов, бол󰑭ших ведущего;
мно󰑨ество z ещё не обработанных элементов;
сам ведущий элемент, мно󰑨ество p.
Ведутс󰑱 ука󰑬атели на начало ка󰑨дого мно󰑨ества.
Элементы мен󰑱󰑧тс󰑱 местами (swap).
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Алгоритм Lomuto_partition
Рассмотрим на примере массива 3, 1, 6, 1, 6, 9, 2, 4.

3 1 6 1 5 9 2 4

󰑪елёный цвет 󰯹 граница ме󰑨ду x и y, красный цвет 󰯹 граница ме󰑨ду y и z,
чёрный цвет 󰯹 граница ме󰑨ду z и p. 󰑪начение ведущего элемента 󰯹 pivot.

3 1 6 1 5 9 2 4

Берём элемент ai. Если ai мен󰑭ше pivot, то мно󰑨ество x увеличиваетс󰑱 на
этот элемент, мно󰑨ество z умен󰑭шаетс󰑱.

3 1 6 1 5 9 2 4

3 1 6 1 5 9 2 4
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Алгоритм Lomuto_partition
Если элемент ai бол󰑭ше pivot, он дол󰑨ен направит󰑭с󰑱 в мно󰑨ество y.

3 1 6 1 5 9 2 4

Сейчас элемент ai мен󰑭ше pivot. Его надо отправит󰑭 в конец мно󰑨ества x. А
куда деват󰑭 элемент мно󰑨ества y, который там сейчас находитс󰑱? Помен󰑱т󰑭
их местами.

3 1 6 1 5 9 2 4

Тогда у мно󰑨ества y первый элемент будет перенесён на новое место и его
ра󰑬мер не и󰑬менитс󰑱. Мно󰑨ество x расширитс󰑱 на один элемент.

3 1 1 6 5 9 2 4
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Алгоритм Lomuto_partition
Расширим мно󰑨ество y на элементы 5 и 9. При добавлении элемента 2
помен󰑱ем местами его и первый элемент y, перенес󰑱 границу y на 1.

3 1 1 6 5 9 2 4

Последний элемент обрабатываетс󰑱 по тому 󰑨е алгоритму и мен󰑱етс󰑱 с
первым элементом мно󰑨ества y.

3 1 1 2 5 9 6 4

Алгоритм 󰑬акончен. Во󰑬вращаем место, где ока󰑬алс󰑱 ведущий элемент.
3 1 1 2 4 9 6 5
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