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Абстракци хранилище

Хранилище содерит клчи и начени.
Помимо операций содани и уничтоени хранилища реалиутс операции:

◮ сreate  содат нову пару;
◮ read  найти пару по клчу;
◮ update  именит начение по клчу;
◮ delete  удалит пару по клчу.

Структуры данных, реалиущие эту абстракци наыватс CRUD-структурами.
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адача поиска. Абстракци поиска.
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адача поиска. Абстракци поиска

Информаци нуна дл того, чтобы ей половатс.

Расширенна адача поиска:
Накопление информации (сбор)
Органиаци информации (переупордочивание, сортировка)
Ивлечение информации (собственно поиск)
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Расширенна адача поиска

адача: построение эффективного хранилища данных.
Требовани:

◮ Поддерка болших обёмов информации.
◮ Вомоност быстро находит данные.
◮ Вомоност быстро модифицироват данные.

Реалиаци абстракций:
◮ Create
◮ Read
◮ Update
◮ Delete
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адача поиска. Абстракци поиска

Имеетс мноество клчей
a1, a2, . . . , an

Требуетс определит индекс клча, совпадащего с аданным начением
key, find  основа дл Read/Update/Delete.

bunch a;
index = find(a, key);

bunch  абстрактное хранилище элементов, содеращих клчи (массив,
мноество, дерево, список...).

Хороша органиаци хранилища входит в расширенну адачу поиска.
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Последователный поиск.
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Последователный поиск

Ситуаци: к поиску не готовилис, клчи не упордочены.

Индекс 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Клч 132 612 232 890 161 222 123 861 120 330

Данные АВ СА Ф АВ АА НД ОР ОС Л УГ

find(a, 222) = 5
find(a, 999) = 10 (элемент а границей поиска).
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Последователный поиск

int dummysearch(int *a, int N, int key) {
for (int i = 0; i < N; i++) {

if (a[i] == key) {
return i;

}
}

return N;
}

Веротност найти клч в i−м элементе Pi =
1

N

Матоидание числа поисков E =
N

2
Число операций сравнени в худшем случае 2N .

T (N) = 2 ·N = O(N)
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Последователный поиск

Неболша подготовка:

Индекс 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Клч 132 612 232 890 161 222 123 861 120 330 999

Данные АВ СА Ф АВ АА НД ОР ОС Л УГ ??

Реултаты не именилис.
find(a, 222) = 5
find(a, 999) = 10 (элемент а границей поиска).
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Последователный поиск

int cleversearch(int *a, int N, int key) {
// Required: capacity of a >= N+1
a[n] = key;
int i;
for (i = 0; a[i] != key; i++)

;
return i;

}

Число операций сравнени N в худшем случае.

T (N) = N = O(N)

Поиск ускорен в два раа!
Бе подготовки лучших реултатов не добитс.
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Неупордоченный массив

Слоност операций:
◮ Create  O(1)
◮ Read  O(N)
◮ Update  O(N)
◮ Delete  O(N)
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Поиск с суением оны.
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Поиск с суением оны

Если в оне поиска имеетс упордочивание  всё становитс начително лучше.
Вомоное действие: упордочит по отношени.

Имеетс мноество клчей

a1  a2  · · ·  an

Требуетс определит индекс клча, совпадащего с аданным начением
key.
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Поиск с суением оны

Принцип раделй и властвуй.

Искомый элемент равен централному? Да  нашли.
Искомый элемент менше централного? Да  рекурсивный поиск в левой
половине.
Искомый элемент болше централного? Да  рекурсивный поиск в правой
половине.
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Поиск с суением оны

Вход алгоритма: упордоченный по ворастани массив, лева граница
поиска, права граница поиска.
Выход алгоритма: номер найденного элемента или -1.

int binarySearch(int val, int a[], int left, int right) {
if (left >= right) return a[left] == val? left : -1;
int mid = (left+right)/2;
if (a[mid] == val) return mid;
if (a[mid] > val) {

return binarySearch(val, a, left, mid-1);
} else {

return binarySearch(val, a, mid+1, right);
}

}
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Поиск с суением оны
Оценка глубины рекурсии.
Поиск клча 313:

{
лева част  

1, 4, 23, 45, 67,

центр
68 ,

права част  
89, 105, 144, 279, 313, 388  

12 элементов

}

313 > 68 → клч справа

{
лева част  
89, 105 ,

центр
144 ,

права част  
279, 313, 388  

6 элементов

}

313 > 144 → клч справа

{
лева част

279 ,

центр
313 ,

права част
388  

3 элемента

}

313 = 313 → клч найден
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Поиск с суением оны

Попрактикуемс в мастер-теореме дл вывода и так очевидного раултата.

Количество подадач a = 1.
Када подадача уменшаетс в b = 2 раа.
Слоност консолидации O(1) = O(N0) → d = 0

d = logb a → T (N) = logN

С. Л. Бабичев Поиск. адные алгоритмы 8 феврал 2024 г. 19 / 67



Поиск с суением оны

Переход от рекурсии к итерации.

int binarySearch(int val, int a[], int left, int right) {
while (left < right) {

int mid = (left + right)/2;
if (a[mid] == val) return mid;
if (a[mid] > val) {

right = mid - 1;
} else {

left = mid + 1;
}

}
return a[left] == val? left : -1;

}

С. Л. Бабичев Поиск. адные алгоритмы 8 феврал 2024 г. 20 / 67



Распределщий поиск. Поиск с
исполованием свойств клча.
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Распределщий поиск

Моно ли найти клч в неотсортированном массиве быстрее, чем а O(N)?
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Распределщий поиск

Моно ли найти клч в неотсортированном массиве быстрее, чем а O(N)?
Бе предварителной подготовки и вспомогателных данных  нет.
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Распределщий поиск

Моно ли найти клч в неотсортированном массиве быстрее, чем а O(N)?
Бе предварителной подготовки и вспомогателных данных  нет.
Нуно найти M ра начение в неотсортированном массиве рамером N .
Какова слоност алгоритма?
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Распределщий поиск

Моно ли найти клч в неотсортированном массиве быстрее, чем а O(N)?
Бе предварителной подготовки и вспомогателных данных  нет.
Нуно найти M ра начение в неотсортированном массиве рамером N .
Какова слоност алгоритма?
Вариант ответа: если M > logN , то предварителной сортировкой.
Слоност составит O(N logN) +M ·O(logN) = O(N logN).
Моно и быстрее.
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Распределщий поиск

Если |D(Key)| невелико, то имеетс способ, похоий на сортировку
подсчётом.
Содаётс инвертированный массив.

a = {2, 7, 5, 3, 8, 6, 3, 9, 12}. |D(a)| = 12− 2 + 1 = 11.
ainv[2..12] = {−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1}
a[0] = 2 → ainv[2] = 0
a[1] = 7 → ainv[7] = 1
a[2] = 5 → ainv[5] = 2
ainv[2..12] = {0, 6,−1,−1, 5,−1, 4, 7,−1,−1, 8}
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Распределщий поиск

index 0 1 2 3 4 5 6 7 8
key 2 7 5 3 8 6 3 9 12

key 2 7 5 3 8 6 3 9 12
index 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Распределщий поиск
Два этапа. Первый этап  инвертирование.

int * prepare(int *a, int N, int *min, int *max) {
*min = *max = a[0];
for (int i = 1; i < N; i++) {

if (a[i] > *max) *max = a[i];
if (a[i] < *min) *min = a[i];

}
if (*max - *min > THRESHOLD) return NULL;
int *ret = malloc(sizeof(int)*(*max - *min + 1));
for (int i = *min; i <= *max; i++) {

ret[i] = -1;
}
for (int i = 0; i < N; i++) {

ret[a[i] - *min] = i;
}
return ret;

}
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Распределщий поиск
Второй этап: поиск.

// Preparation
int min, max;
int *ainv = prepare(a, N, &min, &max);
// Where is the key?
result = -1; // Not found value
if (key >= min && key <= max) result = ainv[key - min];
...
free(ainv);

O(N) на подготовку.

O(M) на поиск M элементов.

T (N,M) = O(N) +O(M) = O(N)
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Распределщий поиск

Слоност операций после подготовки:
◮ Create  O(1)
◮ Read  O(1)
◮ Update  O(1)
◮ Delete  O(1)

ёсткие ограничени на мноество клчей.
Слоност по памти  O(N) +O(|E|)
апрет на повторщиес клчи.
При наличии f(key) сводитс к хеш-поиску.
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адные алгоритмы
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адача о реервных копих

адача 1. Имеетс распределённа система, состоща и N хранилищ
раличной ёмкости, причём в i-м хранилище моно раместит Ai блоков
информации.
Хранение одного блока считаетс надёным, если имеетс две его копии в
раличных хранилищах. Требуетс определит наиболшее количество надёных
блоков, которое моно раместит во всех хранилищах.
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адача о реервных копих: пример

4 хранилища рамерами (8, 7, 4, 3).

8 7 4 3
1 1 2 2
3 3 4 4
5 5 6 6
7 7 - -
8 8 - -
9 9 - -
10 10 - -
11 - 11 - -
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адача о реервных копих
Сведём адачу к эквивалентной: имеетс N кучек камней, кадым ходом моно
выбрат по одинаковому количеству камней и лбой пары кучек. Найти такой
пордок игры, при котором останетс минималное количество камней.

Это е ним-адача!
Но мы не наем игру Шпрага-Гранди и попробуем решит адным
алгоритмом.
Будем считат поици P1 более простой, чем поици P2, если поици P2

моет воникнут после конечного количества ходов и поиции P1.
Наовём стратегией детерминированное действие, ависщее от поиции, и
приводщее к более простой поиции.
Например, стратегией влетс выбрат две наиболшие кучи и вт
оттуда максимално вомоное количество камней.
адачу моно решат многими стратегими.
Кака и стратегий оптимална?
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Решение адным алгоритмом

Применение выбранной стратегии на кадом шаге содаёт более просту
поици.
Стратеги в новой поиции не менетс.
Така стратеги ест локално-оптималный алгоритм.
Применение выбранного локално-оптималного алгоритма на протении
решени всей адачи ест адный алгоритм.
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адача о реервных копих: стратеги 1

Перва стратеги: выбрат две наименших кучи и вт и них одинаковое
наиболшее количество камней.

8 7 4 3
8 7 1 0
8 6 0 0
2 0 0 0

Решение неверное.
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адача о реервных копих: стратеги 2

Втора стратеги: выбрат наиболшу и наименшу кучи и вт и них
одинаковое наиболшее количество камней.

8 7 4 3
5 7 4 0
5 3 0 0
2 0 0 0

Опт не повело.
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адача о реервных копих: стратеги 3

Трет стратеги: выбрат две наиболших кучи и вт и них одинаковое
наиболшее количество камней.

8 7 4 3
1 0 4 3
1 0 1 0
0 0 0 0

Повело. Как обычно в адачах на адност: нуен контрпример, елёна ворона.
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адача о реервных копих: стратеги 3

Нова попытка:

8 7 7 6 5
1 0 7 6 5
1 0 1 0 5
0 0 1 0 4
0 0 0 0 3

И снова неудача. Ест ли вообще нуна стратеги?
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адача о реервных копих: стратеги 4

Четвёрта стратеги: выбрат наиболшу и наименшу кучи, и вт и них по
одному камн.

8 7 4 3
7 7 4 2
7 6 4 1
6 6 4 0
5 6 3 0
5 5 2 0
4 5 1 0
4 4 0 0
0 0 0 0
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адача о реервных копих: стратеги 4

8 7 7 6 5
7 7 7 6 4
7 7 6 6 3
7 6 6 6 2
6 6 6 6 1
6 6 6 5 0
6 6 5 4 0
6 5 5 3 0
5 5 5 2 0
5 5 4 1 0
5 4 4 0 0
4 4 3 0 0
4 3 2 0 0
3 3 1 0 0
3 2 0 0 0
1 0 0 0 0
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адача о реервных копих: корректност алгоритма

Очевидно, что на кадой болшой итерации наименша и куч
опустошаетс, так как и неё по условим алгоритма всегда проиводитс
втие.
Когда останетс три кучи A  B  C, то вомоны следущие ситуации:

◮ A > B + C. Тогда ответ: A−B − C. Так как на кадом ходе A оставалос
наиболшим, на кадом их ходов, приведшем к поиции происходило
вычитание и A, это начит, что A >


всех оставшихс, что даёт верное

решение.
◮ A = B + C. Тогда реултат равен нул.
◮ A < B + C. Тогда, после некоторой, вомоно нулевой последователности

ходов достигаетс ситуаци, когда A′ = B′ > C ′, котора сведётс к поиции

A′ −

C ′

2


, A′ −


C ′

2


.
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адача о распределении работ

адача 2. Имеетс список работ. Када работа выполнетс ровно один ден,
долна быт выполнена строго до аданного времени и приносит аданное
количество прибыли.

Номер Дедлайн Прибыл
1 5 19
2 2 16
3 3 33
4 1 20
5 3 45
6 2 70

Как решат таку адачу?
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адача о распределении работ

Предлагаетс следущий вариант:
1 Выбираетс самый болшой по прибыли элемент.
2 Он добавлетс в очеред.
3 Если всё ещё иметс акаы  идём к шагу (1).
4 В полученной очереди берём первый элемент очереди.
5 Если на этот ден или лбой и ранних дней работа не апланирована 

планируем на самый подний ден, иначе  пропускаем.
6 Если в очереди осталис элементы, идём к 4.
7 Конец алгоритма.
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адача о распределении работ

Это  опт адный алгоритм.
На кадом шаге принимаетс локално-оптималное решение.
Мы долны имет беопасный шаг выбора очередного элемента.
После кадого шага структура адачи остаётс подобной предыдущей.
Если очередной шаг остаётс беопасным, адача решаетс.
Стратегии в адаче о реервных копих ест попытки выбора беопасных
шагов.
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адача о банкомате

адача 3. В банкомате имеетс неограниченное количество купр номиналами
a1, a2, . . . . Нуно выдат точну сумму x наименшим количеством банкнот.

Имеетс адный алгоритм.
1 Очередной шаг: выдаём наиболшу и вомоных купр.
2 Если выдат не удалос, то конец алгоритма с неуспехом.
3 Если полна сумма выдана, то конец алгоритма с успехом.
4 Идём к шагу 1.

Пуст иметс купры номиналом {10, 6, 1}.
Оптималное решение дл 12: 12 = 6 + 6. Алгоритм даст 12 = 10 + 1 + 1.
Дл набора {10, 5, 3, 1} алгоритм всегда будет дават точное решение.

Почему какие-то адачи допускат точное адное решение, а какие-то  нет?
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Не имет адного решени: {10, 6, 1}, {10, 7, 2, 1}, {4, 3, 1}.
Имет адное решение: {10, 5, 3, 1}, {4, 2, 1}.
Гипотеы?
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Не имет адного решени: {10, 6, 1}, {10, 7, 2, 1}, {4, 3, 1}.
Имет адное решение: {10, 5, 3, 1}, {4, 2, 1}.
Гипотеы?
Не имет адного решени: {9, 4, 1}, {25, 15, 1}.
Имет адное решение: {9, 5, 1}, {25, 15, 10, 5, 1}.
Гипотеы?
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Алгоритм: как найти алгоритм?
Начинаем с первого и, если он подходит, отлично.

1 Наивное решение.
2 адный алгоритм.
3 Раделй и властвуй. Рекурси.
4 Динамическое программирование.
5 Что-то специфическое.

адные алгоритмы, которые нам предстот: алгоритмы Хаффмена, Куна, Прима,
Краскала, Дейкстры, Форда-Фалкерсона, Эдмондса-Карпа, Z- и префикс-функции,
Ахо-Корасик, Укконена, ...

Дл многих придётс исполоват готовые или строит новые структуры данных.
Но они остатс адными.

Все адные алгоритмы допускат математическое представление в виде
матроида.
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Матроиды

С. Л. Бабичев Поиск. адные алгоритмы 8 феврал 2024 г. 46 / 67



Матроиды
Definition (Матроид)
Матроид I ест система мноеств, обладаща свойствами:

1. Пустое мноество принадлеит I.

2. Если какое-то мноество S принадлеит I, то все его подмноества принадлеат I.

3. Если дл мноеств S1 и S2 |S1| > |S2|, то существует такой элемент e ∈ S1, что
S2 ∪ {e} ∈ I.

3’. Вариант формулировки: то существует такой элемент e ∈ S1 − S2, что S2 ∪ {e} ∈ I.

Definition (Носител матроида)
Все мноества, входщие в матроид, состот и элементов носител матроида.

Definition (Баа матроида)
Баа матроида I  максималное по вклчени мноество, входщее в матроид I
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Матроиды и графы

Матроид I представлет граф G = (V,E), если:
1. мноество носителей ест мноество рёбер E.
2. Если E1 ⊂ E, то A ∈ I тогда и толко тогда, когда E1  ациклическое.
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Алгоритм Радо-Эдмондса

Пуст имеетс матроид I с носителем X.
Пуст кадому элементу xi ∈ X сопоставлен вес wi.
Пуст вес подмноества ест сумма весов элементов.
Тогда алгоритм Радо-Эдмондса находит в I бау минималного веса, выбира
на кадом шаге элемент с наименшим весом.
A0 = ∅
Ai = Ai−1 + {x}, где x = minwj

(yi ∈ X − Ai−1 : Ai−1 + {yj} ∈ I).
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Решение адачи о распределении работ

Наовём мноество работ выполнимым, если все работы моно выполнит
бе просрочки.
Система выполнимых мноеств влетс матроидом так как выполнтс
пункты:

1. Пустое выполнимое мноество существует.
2. Лбое подмноество выполнимого подмноества принадлеит I.
3. Если существут выполнимые мноества S1 и S2 такие, что |S1| > |S2|, то,

действително, если элемент e, который принадлеит S1 добавит в S2, то
итоговое мноество будет принадлеат I.
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Алгоритм Хаффмена.
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Сатие информации: алгоритм Хаффмана

адача 4. Имеетс текст, состощий и символов. акодироват его таким
обраом, чтобы:

кадый и встречащихс символов получил свой двоичный код
мноество кодов было префиксным
суммарна длина всех кодов дл всех символов была бы минималной.
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Алгоритм Хаффмана

Пуст имеетс текст, состощий и мноества и четырёх символов:
AAAABAABABABABCBCAAAD
Его длина  21 символ.
Один и вомоных кодов:

◮ A → 00
◮ B → 01
◮ C → 10
◮ D → 11

Всего 42 бита на кодирование текста.
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Префиксный код

Неформалное определение: код, в котором не имеетс кодовых слов,
начинащихс с других кодовых слов.
Не префиксный код:

◮ A → 00
◮ B → 10
◮ C → 01
◮ D → 101

Ещё одно навание  код, удовлетворщий условим Фано.
Наша адача  найти минималный префиксный код дл мноества.
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Кодирование с помощ дерева

A → 00
B → 01
C → 10
D → 11

Root

A B C D
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Алгоритм Хаффмана

AAAABAABABABABCBCAAAD
Определим частоты символов:

◮ FA = 12
◮ FB = 6
◮ FC = 2
◮ FD = 1

Нуно построит дерево, вес которого минимален.

n

i=1

Fi · Li → min,

где Li - глубина i−го символа.
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Алгоритм Хаффмана

Свойства оптималного дерева:
И кадого ула долно исходит ровно два пути.
Не долно быт пустых вершин.
Самое длинное кодовое слово долно быт парным.
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Алгоритм Хаффмана

Root

A=10 B=20

E=22 F=17

D=40
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Алгоритм Хаффмана

Находим два самых редких символа.

Root

A=10 B=20

E=22 F=17

D=40
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Алгоритм Хаффмана

Два самых редких символа долны находитс на самой длинной ветке. Если нет,
то моно их помент местами с символами на самой длинной ветке.

Root

E=22 B=20 AF=27

A=10 F=17

D=40
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Алгоритм Хаффмана

адный алгоритм:
1. Помещаем в кадый уел частоту символа
2. Располагаем улы согласно убывани частот.
3. Дл двух улов с наименшей частотой добавлем уел, который их соединет.
4. В уел помещаем сумму частот детей
5. Помечаем улы или вершины, как уе обработанные (отправлем вни)
6. Если необработанных не осталос, то конец алгоритма
7. Переходим к шагу 2.
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После шага 1

Root

A=12 B=6 C = 2 D=1
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Шаги 2,3,4

Root

A=12 B=6

CD=3

C = 2 D=1
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Шаг 5

Root

A=12 B=6 CD=3

C = 2 D=1
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Алгоритм Хаффмана
Следуща итераци:

Root

A=12 BCD=9

B=6 CD=3

C = 2 D=1
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Алгоритм Хаффмана
аклчителное состоние:

Root

ABCD=21

A=12 BCD=9

B=6 CD=3

C = 2 D=1
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Алгоритм Хаффмана

Получившиес коды:

A → 0

B → 10

C → 110

D → 111

Обща длина всех кодовых слов 12 · 1 + 6 · 2 + 2 · 3 + 1 · 3 = 33 < 42
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