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Приоритетна очеред

В алгоритма Хаффмена и прошлой лекции требовалос:
1. В некотором мноестве начений найти два минималных элемента.
2. Удалит эти элементы и мноества.
3. Слоит их начени и снова добавит в мноество.
4. Проделыват эту операци до тех пор, пока в мноестве не останетс ровно

один элемент.
Наивна реалиаци алгоритма: массив.
Слоност формировани мноества тогда O(N logN).
Слоност поиска наименшего O(1).
Слоност удалени наименшего O(1).
Слоност добавлени O(N).
Введём абстракци приоритетна очеред дл таких апросов.
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Абстракци приоритетна очеред
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Приоритетна очеред

Приоритетна очеред (priority queue)  структура данных, элементы
которой сравнимы и имет приоритет.
Первым ивлекаетс наиболее приоритетный элемент (максимум или
минимум) (голова очереди).
Лба операци вставки оставлет неименным инвариант: в голове очереди
всегда находитс самый приоритетный элемент.
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Интерфейс абстракции приоритетна очеред

insert(q, x)  добавление элемента x в очеред;
x = getMin(q)  получает самый приоритетный элемент.
extractMin(q)  ивлекает самый приоритетный элемент и удалет его;
decreaseKey(q, p, d)  сделат элемент, идентифицированный как p, более
приоритетным, уменшит его приоритет на d > 0. Элемент, вомоно, станет
блие к голове очереди.
size(q)  получит количество элементов в очереди.
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Бинарна куча
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Бинарна куча

Бинарна куча  бинарное дерево, удовлетворщее условим:
◮ Дл лбой вершины её приоритет не менше приоритета потомков.
◮ Дерево влетс правилным подмноеством полного бинарного  инвариант

по структуре.

Другое навание  пирамида (heap).
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Приоритетна очеред: неворастаща пирамида
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Приоритетна очеред: неубываща пирамида
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Приоритетна очеред:реалиаци в виде массива
5

7

10

11

11

18 19 12

33

Хранение в виде массива с индексами от 1 до N :
5 7 11 10 18 19 12 11 33

Индекс корн дерева всегда равен 1  максималный (минималный) элемент
Индекс родител ула i равен


i
2


Индекс левого потомка ула i равен 2i
Индекс правого потомка уле i равен 2i+ 1
Инвариант по данным:

∀ai


ai  a2i, если 2i  N ;

ai  a2i+1, если 2i+ 1  N ;
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Приоритетна очеред: реалиаци на бае массива.

typedef int T;

typedef struct binary_heap_s {
T *body;
size_t allocated;
size_t nodes;

} bh;
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Бинарна куча: содание
bh* bh_create(size_t maxsize) {

bh *t = malloc(sizeof(bh));
t->body = malloc(sizeof(T) * (maxsize+1));
t->allocated = maxsize;
t->nodes = 0;
return t;

}

void bh_destroy(bh *t) {
free(t->body); free(t);

}

void bh_swap(bh *t, int a, int b) {
T tmp = t->body[a]; t->body[b] = t->body[a]; t->body[a] = tmp;

}

Tcreate = O(N)

С. Л. Бабичев Кучи 8 феврал 2024 г. 12 / 39



Бинарна куча: поиск минимума

Соблдаетс инвариант по данным.
Операци  транитивна.
Самый приоритетный элемент  в вершине кучи.

T bh_getMin(bh *t)
assert(t->nodes > 0);
return t->body[1];

}

TfetchMin = O(1)
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Бинарна куча: вставка элемента

Этап 1. Вставка в конец кучи.
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Отлично! Структура кучи не испортилас!
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Бинарна куча: подём элемента

Требуетс, не мен структурного инварианта, добитс инварианта по
данным.
Если дл элемента не выполнетс инвариант по данным  два случа.

1. Элемент находитс ние допустимого  поднимаем его (siftUp).
2. Элемент находитс выше допустимого  опускаем его (siftDown).
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Бинарна куча: вставка элемента: siftUp

Этап 2. Корректировка начений.

5

7

10

11

11

15 19 12

33

(1)

(2) (3)

(4) (5) (6) (7)

(8) (9) 18

Вставка элемента 15

(10)

Куча удовлетворет всем условим.
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Бинарна куча: вставка элемента: siftUp

Попытаемс вставит минималный элемент.
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Бинарна куча: вставка элемента: siftUp

Минималный элемент полёт вверх по дереву.
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Бинарна куча: вставка элемента: siftUp

Минималный элемент полёт вверх по дереву.
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Бинарна куча: вставка элемента

Минималный элемент полёт вверх по дереву.
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Бинарна куча: вставка элемента: реалиаци siftUp

void bh_siftUp(bh *t, size_t index) {
for (size_t i = index;
i > 1 && t->body[i] < t->body[i/2];
i /= 2) {
bh_swap(t, i, i/2);

}
}

void bh_insert(bh *t, T node) {
assert(nodes < allocated);
t->body[++nodes] = node;
bh_siftUp(nodes);

}

TInsert = O(logN)
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Бинарна куча: удаление максималного (минималного)
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Свойства кучи нарушены. Требуетс восстановление.
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Бинарна куча: восстановление свойств
Дл восстановлени свойств применем функци siftDown.

void bh_siftDown(bh *t, size_t index) {
for (;;) {

size_t left = index + index, right = left + 1;
// Who is greater, [index], [left], [right]?
size_t smallest = index;
if (left <= t->nodes && t->body[left] < t->body[index])

smallest = left;
if (right <= t->nodes && t->body[right] < t->body[smallest])

smallest = right;
if (smallest == index) break;
bh_swap(t, index, smallest);
index = smallest;

}
}

TsiftDown = O(logN)
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Бинарна куча: восстановление свойств

Восстановление индекса (1)
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Бинарна куча: восстановление свойств
Восстановление индекса (2)
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Бинарна куча: восстановление свойств
Восстановление индекса (5)
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Лемма

Lemma (об операцих siftUp и siftDown)
Пуст имеетс корректна куча, представленна ai, i = 1 . . . N . Пуст пришёл
апрос об именении элемента ak на начение a′k. Тогда:

1) если a′k < ak, то siftUp(k) восстановит свойства кучи;
2) если a′k > ak, то siftDown(k) восстановит свойства кучи.

Докаателство.
1) Индукци по k. Баа: k = 1.
Индуктивный переход. k > 1. Алгоритм сравнивает a′k с ak/2. При a′k  ak/2 куча
остаётс корректной, а алгоритм ничего не исполнет. При a′k < ak/2 операци
swap приводит к уменшени начени в вершине ak/2 и инвариант сохранетс.
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Лемма об операцих siftUp и siftDown

Докаателство.
2) Индукци по k. Баа: ak  лист.
Индуктивный переход. ak  не лист. Тогда существует a2k, и, вомоно, парный
элемент a2k+1. Пуст am = min(a2k, a2k+1).
При a′k  am куча остаётс корректной, а алгоритм ничего не исполнет. При
a′k > am операци swap приводит к увеличени начени в вершине am и
уменшени в вершине ak.
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Операци decreasyKey

Докаанна лемма даёт реалиаци:
void bh_decreaseKey(bh *t, size_t k, T delta) {

assert(k < t->nodes);
assert(delta > 0);
t->body[k] -= delta;
pq_siftUp(t, k);

}
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Бинарна куча: слоност операций

insert  O(logN)

extractMin  O(logN)

getMin  O(1)

decreaseKey  O(logN)
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HeapSort
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HeapSort

На основе бинарной кучи моно реалиоват алгоритм сортировки со
слоност O(N logN) в худшем случае.
Как?
влетс ли отсортированным массив, влщийс представлением бинарной
кучи?
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HeapSort

На основе бинарной кучи моно реалиоват алгоритм сортировки со
слоност O(N logN) в худшем случае.
Как?
влетс ли отсортированным массив, влщийс представлением бинарной
кучи?
Нет.
Кто виноват? Что делат?
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HeapSort

Моно скомбинироват методы бинарной кучи.
Содат бинарну кучу.
Вставит в неё элементы массива
Ивлекат и неё максималный (минималный) элемент с удалением.
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HeapSort

Примерный код наивной сортировки HeapSort

void heapsort(int v[], size_t vsize) {
bh *h = binary_heap_create(vsize);
for (size_t i = 0; i < vsize; i++) {

h->insert(v[i]);
}
for (size_t i = 0; i < vsize; i++) {

v[i] = h->extractMin();
}
binary_heap_destroy(h);

}
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HeapSort

Слоност алгоритма:
Содание бинарной кучи  T1 = O(1).
Вставка N элементов  T2 = O(N logN).
Ивлечение удалением N элементов  T3 = O(N logN).

Theapsort = O(1) +O(N logN) +O(N logN) = O(N logN)
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HeapSort

Реалиаци не особенно хороша: требуетс O(N) добавочной памти на
бинарну кучу.
Неболша хитрост  и добавочной памти моно ибеат.
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HeapSort
Модифицируем siftDown, построив функци heapify, содащу кучу с
максимумом в корне в аданном массиве. size  рамер кучи.

void heapify(T v[], size_t idx, size_t size)
{

size_t curr = v[idx];
size_t index = idx;
for (;;) {

size_t left = index + index + 1, right = left + 1;
if ( left < size && v[left] > curr)

index = left;
if ( right < size && v[right] > a[index])

index = right;
if (index == idx ) break;
v[idx] = v[index];
v[index] = curr;
idx = index;

}
}
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HeapSort
Содаём бинарну кучу рамером size на месте исходного массива,
переставл его элементы.
атем на шаге i мы обмениваем самый приоритетный элемент кучи и
поиции 0 с элементом под номером size− i− 1.
Рамер кучи при этом уменшаетс на единицу, а самый приоритетный
элемент анимает тепер полоенное ему по рангу место.

void sort_heap(T v[], size_t size) {
for(ssize_t i = size/2-1; i >= 0; i--) {

heapify(a, i, size);
}
while( size > 1 ) {

size--;
swap(a[0],a[size]);
heapify(a, 0, size);

}
}
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HeapSort vs QuickSort

HeapSort гарантирует слоност O(N logN) дае в худшем случае.
QuickSort такой слоности не гарантирует.
Почему не абыт о QuickSort в полу HeapSort?
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HeapSort vs QuickSort

HeapSort гарантирует слоност O(N logN) дае в худшем случае.
QuickSort такой слоности не гарантирует.
Почему не абыт о QuickSort в полу HeapSort?

Причина 1: в быстрой сортировке исполуетс меншее количество операций
обмена с памт.
Причина 2: N обращений к последователным чейкам памти исполнтс
до 10-15 ра быстрее, чем столко е обращений к случайным чейкам
памти и-а органиации кэш-памти.
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