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Снова про кучи

Бинарна куча:
◮ проста в понимании;
◮ проста в написании;
◮ достаточно эффективна на своих операцих: TgetMin = O(1),

TextractMin = O(logN), Tinsert = O(logN), TdecreaseKey = O(logN).
◮ А если требуетс слиние двух бинарных куч?
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Слиние бинарных куч A и B

Наивный способ: ивлекаем и кучи A вершину и вставлем её в B.
Слоност |A| log |A| + |A| log |A+B|.
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Слоност |A| log |A| + |A| log |A+B|.
Более продвинутый способ: проходим по массиву в более короткой куче и
вставлем элемент в более длинну. Слоност |A| log |A+B|.
Ещё более быстрый способ: формируем массив в |A|+ |B| элементов и
содаём на нём кучу. Слоност O(|A|+ |B|).
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Что осталос а кадром в прошлой лекции

Мы исполовали операци heapify в пирамидалной сортировке в двух
этапах:

1. Построение бинарной кучи на массиве.
void sort_heap(T v[], size_t size) {

for(ssize_t i = size/2-1; i >= 0; i--) {
heapify(a, i, size);

}
2. Ивлечение приоритетного элемента и отправка его на нуное место.

while( size > 1 ) {
size--;
swap(a[0],a[size]);
heapify(a, 0, size);

}
}

Утвердаетс, что слоност первого этапа O(N).
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Слоност операции содани бинарной кучи и массива

Почему цикл начинаетс с size/2− 1?
При адресации с 0 родител с индексом l имеет детей с индексами 2l + 1 и
2l + 2.
В куче и size элементов, элемента с индексом size/2− 1 имеет по крайней
мере одного ребёнка. Элемент с индексом size/2 детей не имеет.
heapify  вариант siftDown.
Пуст высота дерева равна h.
Сначала ко всем элементам, располоенным над терминалными (мноество
S1), применитс siftDown. Элемент опуститс не более, чем на 1 уровен
вни.
атем ко всем родителским элементам S2, родителских дл S1, операци
siftDown опустит элементы не более, чем на 2 уровн вни.
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Слоност операции содани бинарной кучи и массива
На шаге k элементы мноества Sk опусттс не более, чем на k уровней.
Обща слоност
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Дифференцируем ралоение геометрической прогрессии 1 + x+ x2 + . . .

∞

k=0

kxk =
x

(1− x)2
.

При x = 1/2 сумма ест 2.
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Биномиалные дерев и биномиалные
кучи.
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Definition (Биномиалное дерево)
Биномиалное дерево пордка 0 состоит и одного ула. Биномиалное дерево
пордка n ест обединение двух биномиалных деревев пордка n− 1, при
котором корен одного дерева ест ребёнок корн другого.

k=0 k=1 k=2 k=3
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Свойства биномиалного дерева

l=1

l=2

l=3

l=4

l=5

Lemma
Биномиалное дерево высоты K содерит ровно 2K улов.
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Свойства биномиалного дерева

l=1

l=2

l=3

l=4

l=5

Lemma
В биномиалном дереве высоты K на уровне L располагаетс CL

K улов.
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Хранение биномиалного дерева степени K в виде массива
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Корен имеет K детей.
Номера детей 20, 21, 22, . . . .
Дл ула с номером u дети имет номера u+ 20, u+ 21, . . . .
Нет очевидного способа находени родител.
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Хранение биномиалного дерева с укаателми

Наивное хранение: переменное число укаателей вни.
Более компактное хранение: хранитс толко родител, один ребёнок, один
брат.
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Хранение биномиалного дерева с укаателми: компактна
схема

У самого правого ребёнка нет правого брата.
Тогда в этом поле храним укаател на родител.
Обход всего дерева вомоен.
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Слиние биномиалных деревев

Свойство кучи: лбой уел не менше родител.
Количество элементов кадого биномиалного дерева строго 2K .
Сливат моно толко дерев одинакового рамера.
Дл сохранени свойств кучи нуно корнем делат наименший элемент.
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Definition (Биномиалный бор)
Биномиалный бор  мноество биномиалных деревев попарно раличной
высоты.

Рабиение на дерев проиводитс по ралоени числа улов бора по
степенм двойки.
Бор в 21 элемент представлетс деревми в 1, 4 и 16 элементов.
21 = 101012 = 20 + 22 + 24.
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Definition (Биномиална куча)
Биномиална куча  биномиалный лес, удовлетворщий свойствам кучи.

Клчи {3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6, 5, 3, 5} рабиватс на три дерева {3}, {1, 4},
{1, 5, 9, 2, 6, 5, 3, 5}.
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Перестановкой элементов внутри дерева приводим к биномиалной куче.
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Операци merge

Операци merge сливает кучи A и B раного рамера в кучу C.
1. Установим текущий пордок дерева K в 0.
2. Если K > KA ∧K > KB, то алгоритм акончен.
3. Если деревев ранга K ни в A, ни в B не имеетс, увеличим K на 1 и

перейдём к п. 2.
4. Если имеетс ровно одно дерево ранга K толко в одном и A и B копируем

его в C. Идём к п. 2.
5 . Если в A, B и C имеетс ровно два дерева ранга K, то сливаем их в дерево

ранга K + 1 и переносим реултат в C. Идём к п. 2.
6 . Если в A, B и C имеетс ровно три дерева ранга K, сливаем B и C в одно

ранга K + 1 и переносим его в C. Идём к п. 2.
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Слиние куч
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Слиние куч
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Слиние куч
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Слиние куч
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Слиние куч
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Операци Слиние куч

Алгоритм и его слоност моно понт и рассмотрени двоичных
представлений рамеров куч.
Складываем цифры справа налево, учитыва перенос.

KA = 10112
KB = 1102

A 1 0 1 1
B 1 1 0
C 1 0 0 0 1

T = O(logKA + logKB) = O(logN).
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Операци insert

Содаём кучу рамером 1.
Сливаем её с основной.
T = O(logN)
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Операци getMin

Поиск проиводитс в корневых вершинах.
T = O(logN).
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Операци extractMin дл кучи A

1. Находим нуный корен по getMin.
2. Убираем это начение в списке корней кучи A.
3. Мноество детей удалённой вершины обраует биномиалну кучу B.
4. Сливаем кучу B с кучей A.
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Операци extractMin: превращение дерева в кучу
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Операци extractMin: превращение дерева в кучу: итог
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Левацка куча
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Definition (Левацкое дерево)
Левацкое дерево  двоичное дерево, у которого ранг левого ребёнка не болше
ранга правого ребёнка.

Definition (Ранг вершины левацкого дерева)
Ранг R вершины u левацкого дерева T определетс рекурсивно:

R(u) =


0, если u ≡ ∅;
min(R(ul), R(ur)) + 1, иначе.

Definition (Левацка куча)
Левацка куча H  левацкое дерево, в котором выполнено свойство кучи, то ест
родител не превосходит детей.

Definition (Ранг левацкой кучи)
Ранг левацкой кучи ест ранг её корн.
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Пример левацкой кучи
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Левацка куча

Lemma
Дл лбого ула u ∈ H верно R(u) = 1 +R(ur).

Lemma
Количество улов в левацкой куче ранга K не менше 2K .
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Слиние левацких куч

Definition
Обоначим чере uA,B поддерево левацкой кучи T с корнем в вершине u с левым
ребёнком A и правым ребёнком B.

Lemma (Операци слини двух левацких куч)
Операци merge двух левацких куч моет быт выраена как

merge(uA,B, vC,D) =






uA,B, если vC,D ≡ ∅;
vC,D, если uA,B ≡ ∅;
uA,merge(B,vC,D), если uA,B  vC,D;

vC,merge(D,uA,B), если uA,B > vC,D;

У полученного дерева свойства кучи сохранетс, свойство левацкости моет быт
нарушено.
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Слиние левацких куч: пример
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Слиние левацких куч: пример
Выбрана права куча (4 < 5). Всё левое поддерево отправлетс в реултат.
Рассмотренна част помечаетс серым цветом.
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Слиние левацких куч: пример
В рекурсии осталис белые вершины на картинке. Выбрана лева куча с корнем 5
и она отправилас направо.
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Слиние левацких куч: пример
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Слиние левацких куч: пример
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Слиние левацких куч: пример
Итоговый реултат слини: куча не левацка. Вовращаемс по рекурсии по
правой ветке дл исправлени левацкости. Уел 22 в пордке, поднимаемс на 20.
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Слиние левацких куч: пример
Уел 20 не в пордке  менем детей местами.
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Слиние левацких куч: пример
Итог.
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Слоности операций над левацкой кучей

Merge(A,B)  O(KA +KB).

Insert  O(KA).

getKey  O(1).

extractKey  кака?
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