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Хеш-таблицы

󰑪адача ра󰑬биени󰑱 пространства кл󰑧чей (partitioning) решаетс󰑱
хеш-функци󰑱ми.
Органи󰑬аци󰑱 хранени󰑱 данных имеет нескол󰑭ко вариантов.
Пр󰑱молинейное ра󰑬биение на не󰑬ависимые вторичные поисковые структуры
на󰑬ываетс󰑱 󰑬акрытой адресацией. Другие на󰑬вани󰑱: цепочки переполнени󰑱,
хеширование с цепочками.
Имеетс󰑱 таблица с пр󰑱мым доступом (ука󰑬атели) дл󰑱 доступа к вторичной
поисковой структуре в которой и прои󰑬водитс󰑱 основной поиск.
Именно во вторичных поисковых структурах хран󰑱тс󰑱 кл󰑧чи и 󰑬начени󰑱.
Хранение кл󰑧чей и 󰑬начений внутри самой таблицы 󰯹 открыта󰑱 адресаци󰑱.
Другое на󰑬вание 󰯹 опробывание.
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󰑪акрыта󰑱 адресаци󰑱
Проста󰑱 хеш-таблица с 󰑬акрытой адресацией.

nil
nil

Якутск 270000
…
…

Брянск 415000
…
…

Абакан 165000
…
…

Амурск 43000
…
…
…
…

HASHSIZE=16

“Брянск” Hash(“Брянск”)=5

С. Л. Бабичев Хеш-таблицы 8 феврал󰑱 2024 г. 4 / 34



󰑪акрыта󰑱 адресаци󰑱
Хеш-таблица с 󰑬акрытой адресацией, обычна󰑱 реали󰑬аци󰑱 в виде массива
ука󰑬ателей.

nil
nil

Якутск
…
…

Брянск
…
…

Абакан
…
…

Амурск
…
…
…
…

HASHSIZE=16

“Брянск” Hash(“Брянск”)=5

Якутск
270000

Брянск
415000

Абакан
165000

Амурск
43000

Указатели

Объекты
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󰑪акрыта󰑱 адресаци󰑱
При колли󰑬ии во врем󰑱 со󰑬дани󰑱 элемента мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 л󰑧бу󰑧
поискову󰑧 структуру данных.
Пуст󰑭 это будет св󰑱󰑬ный список конфликту󰑧щих.

nil
nil

Якутск 270000
…
…

Брянск 415000
…

Урюпинск 23000
Абакан 165000

…
…

Амурск 43000
…
…
…
…

HASHSIZE=16

“Мышкин” Hash(“Мышкин”)=2
Мышкин 15000
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󰑪акрыта󰑱 адресаци󰑱: операци󰑱 insert

Вычисл󰑱етс󰑱 хеш-функци󰑱 от кл󰑧ча.
Определ󰑱етс󰑱 слот во󰑬мо󰑨ного хранени󰑱 󰯹 вторична󰑱 поискова󰑱 структура
данных.
Если вторичной структуры нет, то она со󰑬даётс󰑱.
Элемент добавл󰑱етс󰑱 во вторичну󰑧 структуру.
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󰑪акрыта󰑱 адресаци󰑱: операци󰑱 find

Вычисл󰑱етс󰑱 хеш-функци󰑱 от кл󰑧ча.
Определ󰑱етс󰑱 место поиска 󰯹 вторична󰑱 поискова󰑱 структура данных.
Если вторичной структуры нет, то нет и элемента.
Иначе элемент ищетс󰑱 во вторичной структуре.
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󰑪акрыта󰑱 адресаци󰑱: операци󰑱 delete

Вычисл󰑱етс󰑱 хеш-функци󰑱 кл󰑧ча.
Определ󰑱етс󰑱 вторична󰑱 поискова󰑱 структуре данных.
Если вторичной структуры нет, то нет и элемента.
Иначе элемент удал󰑱етс󰑱 и󰑬 вторичной структуры.
Если вторична󰑱 структура тепер󰑭 пуста, удал󰑱етс󰑱 точка входа.
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󰑪акрыта󰑱 адресаци󰑱: сло󰑨ност󰑭

И󰑬вестно количество элементов в контейнере C

И󰑬вестен ра󰑬мер массива M

α = C
M

󰯹 коэффициент 󰑬аполнени󰑱, fill-factor, load-factor.
α 󰯹 главный пока󰑬ател󰑭 хеш-таблицы.

С. Л. Бабичев Хеш-таблицы 8 феврал󰑱 2024 г. 10 / 34



Lemma
Мато󰑨идание числа операций сравнени󰑱 кл󰑧ча при 󰑬акрытой адресации со
св󰑱󰑬ными списками оцениваетс󰑱 в 1 +

α

2
.

Дока󰑬ател󰑭ство.
Одно сравнение происходит, если кл󰑧ч находитс󰑱 в начале списка. Мато󰑨идание ровно
одного сравнени󰑱 ест󰑭 C

M = 1
α . Второй элемент списка имеетс󰑱 тол󰑭ко при совпадении

󰑬начение H(key1) = H(key2), что примем 󰑬а 1
M . Тогда

1

C

C󰁛

i=1

󰀳

󰁃1 +

C󰁛

j=i+1

1

M

󰀴

󰁄 = 1 +
1

C

C󰁛

i=1

C󰁛

j=i+1

1

M
=

= 1 +
1

CM

C󰁛

i=1

(C − i) = 1 +
1

CM

󰀕
C2 − C(C + 1)

2

󰀖
=

= 1 +
C − 1

2M
= 1 +

α

2
− α

2C
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Хеш-таблицы с открытой адресацией
Другой способ поиска 󰯹 хранит󰑭 всё в одной таблице повторно и искат󰑭 в
этой 󰑨е таблице где-то в другом месте.

nil
nil

Якутск 270000
Мышкин 15000

nil
Брянск 415000

nil
Урюпинск 23000
Абакан 165000

nil
nil

Амурск 43000
nil
nil
nil
nil

HASHSIZE=16

“Мышкин” Hash(“Мышкин”)=2

“Якутск” Hash(“Якутск”)=2

С. Л. Бабичев Хеш-таблицы 8 феврал󰑱 2024 г. 12 / 34



Хеш-таблицы с открытой адресацией

При поиске существу󰑧щего вычисл󰑱етс󰑱 хеш-функци󰑱.
Определ󰑱етс󰑱 место поиска 󰯹 индекс в хеш-таблице.
Если по индексу ничего нет, то нет и элемента.
Иначе по индексу 󰯹 элемент с нашим кл󰑧чом 󰯹 элемент найден.
Если по индексу 󰯹 элемент с другим кл󰑧чом или элемент помечен
удалённым, индекс увеличиваем на единицу и переходим к пункту 3.
Следу󰑧щий индекс вычисл󰑱етс󰑱 по формуле (index+ 1)modM .
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Хеш-таблицы с открытой адресацией

При вставке вычисл󰑱етс󰑱 хеш-функци󰑱.
Определ󰑱етс󰑱 место поиска 󰯹 индекс в хеш-таблице.
Если по индексу ничего нет или элемент помечен удалённым, то вставл󰑱ем по
индексу и выходим.
Если по индексу элемент с нашим кл󰑧чом 󰯹 мен󰑱ем данные и выходим.
Если по индексу элемент с другим кл󰑧чом то индекс увеличиваем на единицу
и переходим к пункту 3.
Следу󰑧щий индекс вычисл󰑱етс󰑱 по формуле (index+ 1)modM .
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Хеш-таблицы с открытой адресацией
Почему мы требуем свойства равномерности от хеш-функции.

nil
nil

Якутск 270000
Мышкин 15000
Брянск 415000

nil
nil

Урюпинск 23000
Абакан 165000
Амурск 43000

nil
nil
nil
nil
nil
nil

HASHSIZE=16

“Мышкин” Hash(“Мышкин”)=2

“Якутск” Hash(“Якутск”)=2

“Брянск” Hash(“Брянск”)=2

“Урюпинск” Hash(“Урюпинск”)=7
“Абакан” Hash(“Абакан”)=7

“Амурск” Hash(“Амурск”)=7
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Хеш-таблицы с открытой адресацией

При удалении вычисл󰑱етс󰑱 хеш-функци󰑱.
Определ󰑱етс󰑱 место поиска 󰯹 индекс в хеш-таблице.
Если по индексу ничего нет, то нет и элемента.
Иначе по индексу 󰯹 элемент с нашим кл󰑧чом 󰯹 элемент найден.
Если по индексу 󰯹 элемент с другим кл󰑧чом, индекс увеличиваетс󰑱 на
единицу и переходим к пункту 3.
Следу󰑧щий индекс вычисл󰑱етс󰑱 по формуле (index+ 1)modM .
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Открыта󰑱 адресаци󰑱: сло󰑨ност󰑭 неудачного поиска

При последовател󰑭ном опробовании среднее врем󰑱 поиска 󰑬ависит от
органи󰑬ации 󰑬ан󰑱тых 󰑱чеек в непрерывные области 󰯹 кластеры.
Пуст󰑭 таблица 󰑬ан󰑱та наполовину.
Случай 1. Чётные 󰑬ан󰑱ты, нечётные свободны. Средн󰑱󰑱 длина кластера 1

2
,

среднее количество поисков 1 + 1
2
.

Случай 2. Перва󰑱 половина 󰑬ан󰑱та, втора󰑱 свободна. Средн󰑱󰑱 длина кластера
1

2
, среднее количество поисков 1 +

C + (C − 1) + (C − 2) + . . .

2C
≈ C

4
.
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Открыта󰑱 адресаци󰑱: сло󰑨ност󰑭 неудачного поиска
Lemma (О мато󰑨идании количества попыток при неудаче)
Мато󰑨идание количества попыток при неудачном поиске в хеш-таблице с открытой

адресацией и коэффициенте 󰑬аполнени󰑱 α не превышает
1

1− α
.

Дока󰑬ател󰑭ство.
Ка󰑨дый неудачный поиск 󰑬авершаетс󰑱 пустой 󰑱чейкой. Случайное событие Ai 󰯹 i-󰑱
попытка пришлас󰑭 на 󰑬ан󰑱ту󰑧 󰑱чейку. Тогда требуема󰑱 величина Xi = A1 ∩A2 . . . Ai.

p(Xi) = p(A1 ∩A2 . . . Ai−1) = p(A1) · p(A2|A1) · p(A3|(A2 ∩A1) · . . .

p(A1) = α. Веро󰑱тност󰑭 j−й попытки над 󰑬аполненной 󰑱чейкой C−j−1
M−j−1 . Поэтому

p(Xi) =
C

M
· C − 1

M − 1
· C − i+ 2

M − i+ 2
󰃑

󰀕
C

M

󰀖i−1

= αi−1

Суммиру󰑱 1 + α+ α2 + . . . получаем
1

1− α
.
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Открыта󰑱 адресаци󰑱: сло󰑨ност󰑭 удачного поиска

Lemma (О мато󰑨идании количества попыток при успехе)
Мато󰑨идание количества попыток при удачном поиске в хеш-таблице с открытой

адресацией и коэффициенте 󰑬аполнени󰑱 α не превышает
1

α
ln

1

1− α
.

Дока󰑬ател󰑭ство.
После вставки i кл󰑧чей мато󰑨идание количества проб при поиске не превышает M

M−i .
Усредним по всем кл󰑧чам:

1

C

C−1󰁛

i=0

M

M − i
=

1

α

M󰁛

k=M−C+1

1

k
󰃑 1

α

󰁝 M

M−C

1

x
dx =

1

α
ln

M

M − C
=

1

α
ln

1

1− α
.
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Нескол󰑭ко чисел

α 󰑪акрыта󰑱 Открыта󰑱 Открыта󰑱
неуспех успех

0.1 1.05 1.11 1.05
0.2 1.10 1.25 1.12
0.3 1.15 1.43 1.19
0.4 1.20 1.67 1.28
0.5 1.25 2.00 1.39
0.6 1.30 2.50 1.53
0.7 1.35 3.33 1.72
0.8 1.40 5.00 2.01
0.9 1.45 10.00 2.56
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Расширение хеш-таблиц

Когда α начинает превосходит󰑭 0.5-0.6 таблицу расшир󰑱󰑧т.
Со󰑬даётс󰑱 пока пуста󰑱 хеш-таблица с примерно удвоенным ра󰑬мером.
И󰑬 оригинал󰑭ного массива в пор󰑱дке увеличени󰑱 индексов и󰑬влека󰑧тс󰑱
элементы и вставл󰑱󰑧тс󰑱 в нову󰑧 таблицу.
Стара󰑱 таблица удал󰑱етс󰑱.
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Варианты хеш-таблиц: рехеширование

В р󰑱де случаев мо󰑨но умен󰑭шит󰑭 кластери󰑬аци󰑧 кл󰑧чей, испол󰑭󰑬у󰑱
рехеширование.
При конфликте хеша вычисл󰑱етс󰑱 втора󰑱 хеш-функци󰑱 S = H2(key) от кл󰑧ча
или его части.
Все методы 󰯹 вставки, поиска, удалени󰑱 󰯹 немного и󰑬мен󰑱󰑧тс󰑱.
Следу󰑧щие попытки поиска кл󰑧ча прои󰑬водитс󰑱 по адресам
(index+ k · S)modM .
Дл󰑱 эффективной работы рехешировани󰑱 требуетс󰑱, чтобы gcdS,M = 1.

Проще всего добит󰑭с󰑱 этого выбором M как простого числа.
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Варианты хеш-таблиц: cuckoo-хеширование
Рассмотренный вариант органи󰑬ации хеш-таблиц всегда имеет ровно одно
предпочтител󰑭ное место дл󰑱 кл󰑧ча.
При cuckoo-хешировании дл󰑱 ка󰑨дого кл󰑧ча имеетс󰑱 две таблицы и два
места, определ󰑱емых двум󰑱 хеш-функци󰑱ми 󰯹 P1 = H1(key) и P2 = H2(key).
Если ока󰑬ываетс󰑱 колли󰑬и󰑱 в по󰑬иции P1, то прои󰑬водитс󰑱 попытка
обратит󰑭с󰑱 к P2.
Худший случай: обе по󰑬иции 󰑬ан󰑱ты.
Тогда старый кл󰑧ч выталкиваетс󰑱. Новый кл󰑧ч вставл󰑱етс󰑱 на его место и
ищетс󰑱 место вставки старого кл󰑧ча.
Начинаетс󰑱 точно така󰑱-󰑨е операци󰑱 вставки в хеш-таблицу.
Така󰑱 операци󰑱 повтор󰑱етс󰑱 либо до нахо󰑨дени󰑱 свободного места дл󰑱
вытолкнутого кл󰑧ча, либо до по󰑱влени󰑱 цикла.
По󰑱вление цикла приводит к перестроени󰑧 всей таблицы.
Теоретическа󰑱 сло󰑨ност󰑭 вставки 󰯹 O(1) в худшем случае.
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Сочетание хеш-таблиц и дерев󰑭ев
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Хеш-таблицы и дерев󰑭󰑱
󰑪адача:

Имеетс󰑱 набор об󰑫ектов, представл󰑱󰑧щих иерархи󰑧 гидроэлектростанции
(фрагмент)

Dep1

Bgen1 UNB UVB Bgen2 Status

Gen1 Gen2 Gen3 Gen4

StatorRotor

Dep1/Bgen/Gen4/Rotor/Voltage=127

VoltageCurrent
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Хеш-таблицы и дерев󰑭󰑱

Дерево представл󰑱ет об󰑫екты в виде ука󰑬ателей.
Дл󰑱 функционировани󰑱 ва󰑨на структура дерева.
Дерево не 󰑱вл󰑱етс󰑱 деревом поиска, содер󰑨ит ра󰑬ное число потомков.
Поиск в дереве медленный.
Доступ к л󰑧бому об󰑫екту во󰑬мо󰑨ен чере󰑬 полное квалифицированное им󰑱
(FQN).
Не все об󰑫екты одинаково часто испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱.
Ресурсы на комп󰑭󰑧тере сил󰑭но ограничены.
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Хеш-таблицы и дерев󰑭󰑱
Доступ к элементу чере󰑬 кэш, реали󰑬ованный в виде хеш-таблицы.

Dep1

Bgen1 UNB UVB Bgen2 Status

Gen1 Gen2 Gen3 Gen4

StatorRotor

VoltageCurrentDep1/Bgen2
…
…

ptr

Dep1/Bgen/Gen4/Rotor/Voltage ptr
…
…
…

Dep1/Bgen/Gen4/Rotor/Current ptr
…

С. Л. Бабичев Хеш-таблицы 8 феврал󰑱 2024 г. 27 / 34



Хеш-таблицы и дерев󰑭󰑱

Имеетс󰑱 хеш-таблица небол󰑭шого ра󰑬мера, содер󰑨аща󰑱 FQN и ука󰑬ател󰑭 на
у󰑬ел дерева.
При поиске FQN просматриваетс󰑱 хеш-таблица. Если така󰑱 󰑬апис󰑭 ест󰑭 󰯹
во󰑬вращаетс󰑱 ука󰑬ател󰑭 на об󰑫ект.
Если 󰑬аписи нет, то прои󰑬водитс󰑱 поиск по дереву и на место в хеш-таблице
󰑬аписываетс󰑱 новый кл󰑧ч и найденный ука󰑬ател󰑭.
При не󰑬начител󰑭ном расходе пам󰑱ти удалос󰑭 ускорит󰑭 аморти󰑬ированно
типичные поиски в нескол󰑭ко ра󰑬.

С. Л. Бабичев Хеш-таблицы 8 феврал󰑱 2024 г. 28 / 34



Хеш-таблицы во внешней пам󰑱ти
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Хеш-таблицы во внешней пам󰑱ти

󰑪адача 1. Имеетс󰑱 5 · 109 󰑬аписей, состо󰑱щих и󰑬 уникал󰑭ного кл󰑧ча ра󰑬мером
129 байтов и данных, ра󰑬мером 260 байтов.

Данные располага󰑧тс󰑱 в 5000000 файлах, в ка󰑨дом и󰑬 которых по 1000 строк.

Требуетс󰑱 органи󰑬оват󰑭 данные так, чтобы обеспечит󰑭 быстрый поиск по кл󰑧чу.
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Хеш-таблицы во внешней пам󰑱ти

Общий ра󰑬мер превышает TB.
Поиск ну󰑨ен будет в непредска󰑬уемое врем󰑱.
Количество поисков велико, но много мен󰑭ше общего числа 󰑬аписей.
Допустимо хранение ре󰑬ул󰑭татов преобра󰑬овани󰑱 данных на устройстве с
прои󰑬вол󰑭ным доступом.
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Хеш-таблицы во внешней пам󰑱ти

0
0
0
0
h1
0
0
0
0
h2
0
0
0

…

Абра
7500

0
Када
3300

0

head

Абра

Када

Заголовок: размер таблицы, 
указатель свободного места,

(константная длина)

Точки входа 
(константная длина)

Область данных
(переменная длина)
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Хеш-таблицы во внешней пам󰑱ти
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Хеш-таблицы во внешней пам󰑱ти

Дол󰑨ны сохран󰑱т󰑭с󰑱 при 󰑬авершении программы (persistent)
Миними󰑬ироват󰑭 количество операций.
Дл󰑱 оптими󰑬ации работы испол󰑭󰑬оват󰑭 кэширование.
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