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Ускорение списков дл CRUD

Пока: операци поиска в односвном списке T (N) = O(N)

Пока: операции вставки и удалени в односвном списке T (N) = O(N)

Требуетс: по вомоности сохранит свойства операций вставки и удалени
в лучшем случае и ускорит все операции.

С. Л. Бабичев Дерев поиска 8 феврал 2024 г. 2 / 77



Списки с пропусками

Рассмотрим структуру данных SkipList:

4 15 17 23 27 35 40 42 50 53 61

4 17 27 40 50 61

4 27 50

nil

nil

nil

nil4 50

4 nillevel 5

level 4

level 3

level 2

level 1

Это  несколко списков, органиованных в виде списков.
Кадый следущий список примерно в два раа короче предыдущего и он
пропускает примерно половину элементов предыдущего.
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Списки с пропусками

Поиск существущего элемента.

4 15 17 23 27 35 40 42 50 53 61

4 17 27 40 50 61

4 27 50

nil

nil

nil

nil4 50

4 nillevel 5

level 4

level 3

level 2

level 1

4 < 42 < inf

4 < 42 < 50

27 < 42 < 50

40 < 42 < 50
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Списки с пропусками

Поиск несуществущего элемента.

4 15 17 23 27 35 40 42 50 53 61

4 17 27 40 50 61

4 27 50

nil

nil

nil

nil4 50

4 nillevel 5

level 4

level 3

level 2

level 1

4 < 20 < inf

4 < 20 < 50

4 < 20 < 27

17 < 20 < 27

С. Л. Бабичев Дерев поиска 8 феврал 2024 г. 5 / 77



Списки с пропусками

Вставка элемента.

4 15 17 23 27 35 40 42 50 53 61

4 17 27 40 50 61

4 27 50

nil

nil

nil

nil4 50

4 nillevel 5

level 4

level 3

level 2

level 1 20

20

20

20

20
p=1/16

p=1/2

p=1/4

p=1/8
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Списки с пропусками

Удаление элемента. Поиск и пометка столбца.

4 15 17 23 27 35 40 42 50 53 61

4 17 27 40 50 61

4 27 50

nil

nil

nil

nil4 50

4 nillevel 5

level 4

level 3

level 2

level 1 20

20

20
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Списки с пропусками

Удаление элемента. Удаление и строк.

4 15 17 23 35 40 42 50 53 61

4 17 27 40 50 61

4 27 50

nil

nil

nil

nil4 50

4 nillevel 5

level 4

level 3

level 2

level 1 20

20

17
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Списки с пропусками

Удаление элемента. аклчителное удаление.

4 15 17 23 35 40 42 50 53 61

4 17 40 50 61

4 50

nil

nil

nil

nil4 50

4 nillevel 5

level 4

level 3

level 2

level 1 20

20

17
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Списки с пропусками как CRUD-структура

Слоност операций:
◮ Create  O(logN)
◮ Read  O(logN)
◮ Update  O(logN)
◮ Delete  O(logN)
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Структура данных дерево.
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Дерев: особенности

Основна особенност деревев  наличие улов и несколких наследников у них.

struct tree {
struct tree *children[3];
myType data;
...

};
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Дерев: соглашени

Лбое N-ричное дерево моет представлт дерев меншего пордка.
Соглашение: если наследника нет, соответствущий укаател равен NULL.
Дерев 1-ричного пордка существут (списки).
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Дерев: троичное дерево

Пример дерева троичного дерева или дерева 3-пордка.

“foo” Child1 Child2 Child3

“bar” Child1 Child2 NULL

“dab” NULL NULL NULL “ra” NULL NULL NULL

“abr” NULL NULL NULL “aca” NULL NULL NULL
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Дерев: классификаци

Условно все элементы дерева делт на две группы:
◮ Вершины, не содеращие свей с потомками.
◮ Улы, содеращие сви с потомками.

Второй вариант  все элементы дерева наыват улами, а вершина 
частный случай ула, терминалный уел.
Ещё термины:

◮ Родител (parent)
◮ Дети (children)
◮ Брат (sibs)
◮ Глубина (depth)

Dnode = Dparent + 1
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Дерев: содание ула

Добавим метод содани элемента (ула) дерева:
typedef struct tree_s {

char *data data;
struct tree_s *child[3];

} tree;

tree* new_tree(const char *init) { // constructor
data = strdup(init);
child[0] = child[1] = child[2] = NULL;

}
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Дерев: пример построени

Дерево и примера строитс, например, так:
tree *root = new_tree("foo");
root->child[0] = new_tree("bar");
root->child[1] = new_tree("abr");
root->child[2] = new_tree("aca");
root->child[0]->child[0] = new_tree("dab");
root->child[0]->child[1] = new_tree("ra");
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Дерев: пример исполовани
Исполование деревев:

Дл представлени выраений в ыках программировани.

x = 35y - sin(x+z);

35 y

*

x z

+

sin
-x

=
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Дерев: обход

Алгоритмы работы с деревми часто рекурсивны.
Всего существует 6=3! способов обхода бинарного дерева.
На практике примент четыре основных варианта рекурсивного обхода:

◮ Прмой (pre-order)
◮ Симметричный (in-order)
◮ Обратный (post-order)
◮ Обратно симметричный
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Дерев: обход

Бинарное дерево.

typedef struct tree_s {
char *data;
struct tree_s *left, *right;

} tree;

tree* new_tree(const char *init) { // constructor
tree *t = calloc(1, sizeof(tree));
t->data = strdup(init);
return t;

}
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Дерев: обход pre-order

Прмой способ обхода.

void walk(tree *t) {
work(t);
if (t->left != NULL) walk(t->left);
if (t->right != NULL) walk(t->right);

}

10

5 35

73 23 94

2 5 7

(1)

(2)

(3)

(4) (5)

(6)

(7)

(8)

(9) (10)
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Дерев: обход in-order

Симметричный способ обхода.

void walk(tree *t) {
if (t->left != NULL) walk(t->left);
work(t);
if (t->right != NULL) walk(t->right);

}

10

5 35

73 23 94

2 5 7

(7)

(4)

(2)

(1) (3)

(6)

(5)

(9)

(8) (10)
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Дерев: обход out-order

Обратный способ обхода.

void walk(tree *t) {
if (t->left != NULL) walk(t->left);
if (t->right != NULL) walk(t->right);
work(t);

}

10

5 35

73 23 94

2 5 7

(10)

(6)

(3)

(1) (2)

(5)

(4)

(9)

(7) (8)
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Дерев: обход
Функци обработки моет быт параметром.

typedef void (* walkFunction)(tree *);
void walk(tree *t, walkFunction wf) {

if (t->left != NULL) walk(t->left, wf);
if (t->right != NULL) walk(t->right, wf);
wf(t);

}
void printData(tree *t) {

printf("t[%p]=’%s’\n", t, t->data);
}
int main() {

tree *root = new_tree("foo");
root->left = new_tree("bar");
root->right = new_tree("abr");
root->left->left = new_tree("aca");
root->left->left->left = new_tree("dab");
root->left->right = new_tree("ra");
walk(root, printData);
// memory leak

}
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Дерев: обход

foo

bar abr

raaca

dab

(4)

(2)

(1)

(3)

(5)

(6)

t[0x7ff0e1c03290]=’dab’
t[0x7ff0e1c03260]=’aca’
t[0x7ff0e1c032d0]=’ra’
t[0x7ff0e1c03200]=’bar’
t[0x7ff0e1c03230]=’abr’
t[0x7ff0e1c031d0]=’foo’
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Дерев: обход
Вывод генеалогического дерева (обратно симметричный обход):

typedef void (* walkFunction)(tree *, int);
void walk(tree *t, walkFunction wf, int lev) {

if (t->right != NULL) walk(t->right, wf, lev+1);
wf(t, lev);
if (t->left != NULL) walk(t->left, wf, lev+1);

}
void printData(tree *t, int lev) {

for (int i = 0; i < lev; i++) {
printf(" ");

}
printf("%s\n", t->data);

}
int main() {

tree *root = new_tree("foo");
...
walk(root, printData, 0);
// memory leak

}
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Дерев: обход

Вывод программы:

abr
foo

ra
bar

aca
dab
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Дерев: обход

При исполовании рекурсивно-динамических структур данных дл некоторых
операций вано выбрат верный обход дерева.
Освободим памт, начина от корн дерева.
ака памти под поддерев происходил динамически.
Имеетс уел, от которого шло построение дерева.
Так как в данном дереве не хранитс информаци о том, кто влетс
предком ула, корневой уел  центр всего построени.
При операции освободени памти ула искатс укаатели на подулы.
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Дерев: освободение памти

Рекурсивный вариант:

tree *tree_destroy(tree *t) {
if (t->left != NULL) t->left = tree_destroy(t->left);
if (t->right != NULL) t->right = tree_destroy(t->right);
free(t->data);
return NULL;

}
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Дерев поиска
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Дерев: поиск

Исполование деревев дл поиска.
адача:

Вход: последователност чисел.
Выход: 2-дерево, в котором все улы справа от родител болше родител, а
слева  менше.
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Дерев: поиск

{10, 5, 35, 7, 3, 23, 94, 2, 5, 7}

10
5 35

73 23 94

2 5 7
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Дерев: поиск

Поиск по дереву после получени элемента с клчом X:

Делаем текущий уел корневым
Переходим в текущий уел C.
Если X = C.Key то алгоритм авершён.
Если X > C.Key и C имеет потомка справа, то делаем текущим улом
потомка справа. Переходим к п. 2.
Если X < C.Key и C имеет потомка слева, то делаем текущим улом
потомка слева. Переходим к п. 2.
Клч не найден. Конец алгоритма.
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Бинарные дерев поиска

Наивное построение бинарных деревев поиска.
Неплохое дерево

{10, 5, 35, 7, 3, 23, 94, 2, 5, 7}

10
5 35

73 23 94

2 5 7
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Бинарные дерев поиска

Отвратителное дерево (бамбук)

{1, 5, 10, 20, 30}

1

5

10

30

20
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Бинарные дерев поиска

Definition
Случайное бинарное дерево T рамера n  дерево, получащеес и пустого
бинарного дерева поиска после добавлени в него n улов с раличными клчами
в случайном пордке и все n! вомоных последователностей добавлени
равноверотны.
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Бинарные дерев поиска

Определение средней глубины случайного дерева.
Пуст d̄(N + 1)  средн глубина всех улов случайного дерева с N + 1
улами.
Пуст k  уел, добавленный первым. Веротност добавлени ула k ест

pk =
1

N + 1
Осталные улы раобтс на группы, када и которых начнётс с высоты
1. В леву группу войдут элементы {0, . . . , k − 1}, в праву  {k + 1, . . . , N}.

d̄(N + 1) =
N

k=0

1

N + 1


1 +

k

N
· d̄(k) + N − k

N
· d̄(N − k)
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Бинарные дерев поиска

d̄(N + 1) =
2

N(N + 1)

N

k=0

k · d̄(k)

Исполу предел

lim
n→∞


n

k=1

1

k
− lnn


= γ = 0.57721...

получаем

lim
N→∞

(d̄(N)− 2 lnN) → C
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Бинарные дерев поиска

Средн глубина улов случайного бинарного дерева ест O(log2 N).
Средние времена выполнени операций вставки, удалени и поиска в
случайном бинарном дереве ест O(log2 N).
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Бинарные дерев поиска: свойства
Поленые свойства бинарного дерева поиска:

Наименший элемент всегда находитс в самом ниу левого поддерева.
Наиболший элемент всегда находитс в самом ниу правого поддерева.

tree * minNode(tree *t) {
if (t == NULL) return NULL;
while (t->left != NULL) {

t = t->left;
}
return t;

}

tree * minNodeRec(tree *t) {
return t == NULL? NULL: minNodeRec(t->left);

}
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Бинарные дерев поиска: свойства

Проста процедура поиска

tree * searchNode(tree *t, keytype key) {
tree *p = t;
while (t != NULL) {

p = t;
if (t->key == key) return t;
t = key > t->key? t->right : t->left;

}
return p;

}
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Бинарные дерев поиска: свойства

Проста процедура вставки нового.

void insertNode(tree *t, keytype key, valtype value) {
tree *parent = t;
while (t != NULL) {

parent = t;
if (t->key == key) return; // Already here
t = key > t->key? t->right : t->left;

}
tree *node = new_tree(key, value);
if (key < parent->key) parent->left = node;
else parent->right = node;

}
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Бинарные дерев поиска: свойства

Процедура удалени слонее, три случа:
Нет потомков  удалем уел у родител.
Один потомок  переставлем уел у родител на потомка.
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Бинарные дерев поиска: свойства

Процедура удалени слонее, три случа:
Нет потомков  удалем уел у родител.
Один потомок  переставлем уел у родител на потомка.
Два потомка  находим самый левый лист в правом поддереве и им амещаем
удалемый.
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Бинарные дерев поиска: свойства

Первый случай: до удалени

10

5 35

73 23 94

2 4 6
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Бинарные дерев поиска: свойства

Первый случай: после удалени

10

5 35

73 23 94

2 4

С. Л. Бабичев Дерев поиска 8 феврал 2024 г. 45 / 77



Бинарные дерев поиска: свойства

Второй случай: до удалени

10

5 35

73 23 94

2 4 6
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Бинарные дерев поиска: свойства

Второй случай: после удалени

10

5 35

63 23 94

2 4
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Бинарные дерев поиска: свойства

Третий случай: до удалени

10

5 35

73 23 94

2 4 6
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Бинарные дерев поиска: свойства

Третий случай: после удалени

23

5 35

73 94

2 4 6
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Бинарные дерев поиска

Структура хранилища вставка удаление поиск
Бинарное дерево поиска

(наихудшее) O(N) O(N) O(N)
Бинарное дерево поиска

(среднее) O(logN) O(logN) O(logN)
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Борба с дисбалансом

Слоност всех алгоритмов в бинарных деревх поиска (BST) определетс
средневвешенной глубиной
Операции вставки/удалени могут привести к дисбалансу и ухудшени
средних покаателей
Дл борбы с дисбалансом примент рандомиаци и балансировку.
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Борба с дисбалансом

Попытка:

Предлагаетс: вставлт новые элементы всегда в корен.
Последстви: если вставлемый элемент болше корн, то старый корен
сделаем левым поддеревом, а его правое поддерево  нашим правым
поддеревом.
Аналогично рассудаем дл случа, когда вставлемый элемент менше
корн.
Структура дерева моет нарушитс в обоих случах.
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Борба с дисбалансом

Чтобы нарушений не происходило, требуетс сохрант инвариант
упордоченности.
Дл этого введём понтие поворота, не именщего свойства дерева, но
менщего высоту поддеревев.
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Повороты дерева

Перед поворотом

H

HL

HLL HLR

HR

HRL HRR
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Повороты дерева

После поворота направо

H

HL

HLL HLR

HR

HRL HRR

H

HL

HLL

HLR HR

HRL HRR
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Повороты дерева

После поворота налево

H

HL

HLL HLR

HR

HRL HRR

H

HL

HLL HLR

HR

HRL

HRR
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Повороты дерева

node *rotateRight(node* head) {
node *temp = head->left;
head->left = temp->right;
temp->right = head;
return temp;

}
node *rotateLeft(node* head) {

node *temp = head->right;
head->right = temp->left;
temp->left = head;
return temp;

}
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Вставка в корневой уел

Рекурсивный алгоритм.

node *insert(node* head, item x) {
if (head == NULL) {

return new_node(x);
}
if (x.key < head->item->key) {

head->left = insert(head->left, x);
return rotateRight(head);

} else {
head->right = insert(head->right, x);
return rotateLeft(head);

}
}
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Рандомиированное дерево

Проблема выродени дерева при вставке в корен не решена.
Однако повилас инфраструктура дл достиени меншей слоности.

С веротност
1

N + 1
вставлем новый уел в корен дерева рамером N .

Свойства лбого дерева будут соответствоват свойствам случайного дерева.
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Декартовы дерев
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Декартовы дерев

Случайные бинарные дерев поиска блики к идеалным по слоности
(H = O(logN)).
Моно внести ещё более серёный элемент случайности, добавив второй
клч, генерируемый случайно.
Декартово дерево ест комбинаци бинарного дерева поиска (BST) и бинарной
кучи (BH).
При поиске информации декартово дерево  BST.
Улы упордочиватс по отношеним BH.
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Декартовы дерев: свойства

При вставке в BST моно получит комбинаторное количество раличных
деревев, содеращих те е самые элементы.
При вставке в BST с вторичным упордочиванием по отношеним BH
получаетс единственное дерево со свойствами случайного BST.
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Декартовы дерев: пример
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Декартовы дерев: операции

find  Декартово дерево ест BST. (logN)
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Декартовы дерев: операции

insert  Декартово дерево ест BST + BH.
Первична вставка проводитс в BST. При этом моет быт нарушено
свойство BH.
Если вставленный элемент не нарушает свойства BH, то вставка авершена.
Если свойство BH нарушаетс, проводитс вращение, поднимащее
вставленный элемент.
Подём происходит до тех пор, пока нарушено свойство BH.
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Декартовы дерев: вставка элемента
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Декартовы дерев: вставка элемента

Элемент вставлен по правилам BST, но он не упордочен по правилам BH.
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Декартовы дерев: вставка элемента

Попытка обмена с родителем нарушает свойства BST.
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Декартовы дерев: вставка элемента

Вращение в сторону родител не нарушает свойства BST, но свойство BH ещё
нарушено.
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Декартовы дерев: вставка элемента

Ещё одно вращение в сторону родител и все свойства восстановлены.
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Декартовы дерев: операции

remove  Декартово дерево ест BST + BH.

Так как удаление улов, отличных от вершин, нетривиално, а удаление
вершин  тривиално, адача  сделат удалемый уел терминалным.
Дл этого на кадом шаге вращаем удалемый уел с его ребёнком, имещим
наиболшее начение y до тех пор, пока он не станет терминалной вершиной.
На этапе спуска мы не обращаем внимани на сохранение свойства BH, нас
интересут толко начени y.
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Декартовы дерев: удаление элемента

Попытаемс удалит корневой элемент. (1633,89) имеет наиболшее начение y
и детей, вращаем его по направлени к родител.
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Декартовы дерев: удаление элемента
Тепер новый обект дл вращени  уел (1991,77).
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Декартовы дерев: удаление элемента
Следущее направление  уел (1821,15).
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Декартовы дерев: удаление элемента
Последнее направление  уел (1650,2).
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Декартовы дерев: удаление элемента
Удалемый уел добралс до вершин и моет быт удалён.
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Декартовы дерев: удаление элемента
аклчителное состоние.
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