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Поленые операции над деревми
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Какие операции сейчас иметс

Сейчас иметс следущие операции:
insert(key)  вставит клч как терминалну вершину. T = O(H).
rotateLeft(node)  повернут в уле node дерево налево, вернут новый
корен. T = O(1).

rotateRight(node)  повернут в уле node дерево направо, вернут новый
корен. T = O(1).

insertToRoot(key)  вставит клч в корен, при подёме враща дерево по
направлени к поднимащемус улу. T = O(H).
find(key)  найти уел, содеращий клч key. T = O(H).
erase(key)  удалит уел, содеращий key. T = O(H).
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Что моно добавит?

Добавим операци
moveToRoot(node)  переместит существущий уел в корен враща
дерево при подёме. T = O(H).

Какие операции повилис:

split(key)  рабит дерево на два, T1, содеращее все улы, не болшие key
и T2  все улы болшие key.
Дл этого поднимем key в корен и отправим леву част с корнем в T1,
правого ребёнка (если ест)  в T2.
merge(T1, T2)  слит два дерева T1, все элементы которого менше лбого
и T2 в одно. T = O(H).
Дл этого поднимем наиболший элемент дерева T1 в корен. Все элементы
T1, кроме наиболшего, окаутс в левом поддереве. Правым поддеревом
сделаем T2. T = O(H).
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Что моно добавит?

Добавим ещё операци слини проиволных деревев T1 и T2 а линейное
врем.

1. Если одно и деревев пусто  вовращаем второе.
2. Иначе проиволно выбираем корен и двух корней. Пуст это T1.
3. Вставлем корен T1 вставкой в корен в T2. Это даст нам два поддерева,

клчи которых менше этого корн и два поддерева, клчи которого болше.
4. Рекурсивно вставлем левые поддерев T1 и T2 в леву част нового, правые

 в праву част нового.
5. Убедитес сами, что слоност алгоритма линейна.
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Слиние деревев

node *join(node* t1, node *t2) {
if (t1 == NULL) return t2;
if (t2 == NULL) return t1;
t2 = insertToToot(t2, t1->item);
t2->left = join(t1->left, t2->left);
t2->right = join(t2->right, t2->right);
// destroy a
return t2;

}
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Какие поленые операции повилис

split(key)  рабит дерево на два, T1, содеращее все улы, не болшие key
и T2  все улы болшие key.
Дл этого поднимем key в корен и отправим леву част с корнем в T1,
правого ребёнка (если ест)  в T2.
merge(T1, T2)  слит два дерева T1, все элементы которого менше лбого
и T2 в одно. T = O(H).
Дл этого поднимем наиболший элемент дерева T1 в корен. Все элементы
T1, кроме наиболшего, окаутс в левом поддереве. Правым поддеревом
сделаем T2. T = O(H).
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Что нам это даёт

Тепер моно проводит операции insert и erase, исполу толко split и merge.

insert(key): раобём дерево T на два по клчу key на T1 и T2, сделаем key
вершиной, левым ребёнком сделаем T1, правым  T2. T = O(H).
erase(key): поднимем key до корн, солём Tleft и Tright. T = O(H).
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Добавим ещё поле

К полми left, right и parent добавим поле count, которое будет содерат
количество улов во всех поддеревх.
Тогда повлетс операци

select(k)  дат k− пордкову статистику дерева. Спускаемс от корн
дерева, переход налево или направо в ависимости от суммарного
количества детей в соответствущем поддереве. T = O(H).
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Дерево по нвному клчу

Вместо клча моно исполоват поле count, сохранив поле data. Тогда:

insertAfter(k, data)  вставит данные data после номера k. Находим по
select(k) нуный уел и вставлем после него. T = O(H).

insertBefore(k, data)  вставит данные data после номера k. Находим по
select(k) нуный уел и вставлем перед ним. T = O(H).

Тепер у нас ест массив данных, в который мы моем добавлт элементы в
лбое место, радвига элементы массива, удалт и лбого места,
сдвига элементы массива.
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Имещиес внешние операции

insert(key, data)  вставит клч по начени. T = O(H).
find(key)  найти уел, содеращий клч key. T = O(H).
erase(key)  удалит уел, содеращий key. T = O(H).
select(k)  дат k− пордкову статистику дерева. T = O(H).
insertAfter(k, data)  вставит данные data после номера k. T = O(H).

insertBefore(k, data)  вставит данные data после номера k. T = O(H).
enumerate()  перечислит все элементы в аданном пордке клчей.
T = O(Nnodes).

У нас ест почти идеална структура данных, где H = O(logNnodes)  декартово
дерево. Тогда все операции проводтс а O(logN).
Хорошо подходит и более проста структура данных  splay-дерево.
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Splay-дерев
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Алгоритм Вставка в корен перемещал толко что вставленну вершину в
корен дерева поиска.
Мы уе убедалис, что вставка толко в корен не приводит к ибавлени
от бамбука при вставке упордоченных начений.
Попробуем эту операци совместит с переформировкой структуры дерева.
Структура данных иобретена Слеатором и Тарданом.
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Свойства splay-дерева
Кадый ра при поиске элемента x или вставке элемента x он перемещаетс
в корен.
Следуща операци с x проиводитс быстро.
ST не поддеривает инвариантов. Структура ST моет быт проиволной.
Када операци, дае поиска, именет форму.
Уел отправлетс наверх серией одиночных или двойных поворотов.
Одиночный поворот поднимает уел на уровен вверх, двойной  на два
уровн.
Эти повороты происходт до тех пор, пока уел x не окаетс в корне. Этот
процесс наываетс splaying. Кроме подёма вверх splaying сокращает
высоту дерева, дела его более сбалансированным.
Имеетс два варианта одиночных и четыре варианта двойных поворотов.
В некоторой литературе их наыват комбинацией слов zig (правый) и zag
(левый).
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Будем обоначат а p(x) родител, а а g(x)  родител родител.
Если x левый ребёнок и g(x) не существует, то вомоен толко простой
одиночный правый поворот.
Если x левый ребёнок и x не имеет дедушку, то вомоен толко простой
одиночный левый поворот.
zag − zag  уел x находитс справа-справа от g(x).
zag − zag  уел x находитс слева-слева от g(x).
zig − zag  уел x находитс справа-слева от g(x).
zag − zig  уел x находитс слева-справа от g(x).
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Операци splay

Введём операци splay, котора поднимает уел x в корен.
Она состоит и несколких подёмов. Всё ависит от того, откуда x
поднимаетс. Кадый пункт вовращает алгоритм к пункту 1. Итак:

1. Если p(x) не существует, то алгоритм авершён.
2. Если g(x) не существует:

2.1 Если x  левый сын (x = left(p(x))), то вращаем родител вправо.
2.2 Если x  правый сын (x = right(p(x))), то вращаем родител влево.

3. g(x) существует.
3.1 Если ориентаци x и xp(x) а так е p(x) и g(x) одинакова (или оба слева, или

оба справа), то вначале поворачиваем g(x), атем p(x) (zag − zag или zig − zig).
3.2 Иначе сначала поворачиваем p(x), потом g(x) (zig − zag или zag − zig).
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Псевдокод операции splay
while (x->p != NULL) {

if (x->p->p == NULL) {
if (x == x->p->left) x->p = rotateRight(x->p);
else x->p = rotateLeft(x->p);

} else {
if (x == x->p->left && x->p == x->p->p->left) {

x->p->p = rotateRight(x->p->p);
x->p = rotateRight(x->p);

} else if (x == x->p->right && x->p == x->p->p->right) {
x->p->p = rotateLeft(x->p->p);
x->p = rotateLeft(x->p);

} else if (x == x->p->right && x->p == x->p->p->left) {
x->p = rotateLeft(x->p);
x->p = rotateRight(x->p);

} else { // x == x->p->right && x->p == x->p->p->left
x->p = rotateRight(x->p);
x->p = rotateLeft(x->p);

}
}

}
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Операци zag − zag
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Операци zag − zig
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Почему это работает

Дл определени амортиированной слоности исполуем метод потенциалов.
Пуст первоначалное состоние дерева было T , после операции t стало T ′. Тогда
амортиированна стоимост операции cost(a) ест реална стоимост cost(t) с
добавлением именени состони от T до T ′.

a = t+ Φ(T ′)− Φ(T ). (1)

Если мы проделаем n операций, то:


n

a =


n

t+ Φ(T2)− Φ(T1) + Φ(T3)− Φ(T2) + · · ·+ Φ(Tn)− Φ(Tn−1, ) (2)

что даёт 

n

a =


n

t+ Φ(Tn)− Φ(T1) (3)
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Подсчёт слоности

Потенциалну функци выбират, чтобы раност потенциалов была всегда
полоителной, тогда амортиированна стоимост будет верхней границей
реалной стоимости.
Пуст дл ула x функци size(x) ест количество подулов x во всём поддереве,
а rank(x) = log2 size(x). Тогда определим потенциалну функци как

Φ(T ) =


x∈T

rank(x). (4)

Максималный потенциал дерева n log n.
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Одиночные операции

∆Φ = rank(p′)− rank(p) + rank(x′)− rank(x).

Так как rank(x′) = rank(p), rank(p′)  rank(p), rank(x′)  rank(x), то
∆Φ = rank(p′)− rank(x)  rank(x′)− rank(x).

azig  1 + rank(x′)− rank(x)  1 + 3(rank(x′)− rank(x)) (5)
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Односторонние операции

azigzig = 2 + rank(g′)− rank(g) + rank(p′)− rank(p)− rank(x′)− rank(x).

аметим, что size(x′)  size(x) + size(g′)

azigzig = 2 + rank(g′) + rank(p′)− rank(p)− rank(x).

Так как rank(x) < rank(p) и rank(x′) > rank(p′)

azigzig = 2 + rank(g′) + rank(x′)− 2rank(x).

Докаем, что 2rank(x′)− rank(x)− rank(g′)  2.

2rank(x′)− rank(x)− rank(g′) = (rank(x′)− rank(x)) + (rank(g′)− rank(x′) =

log2


size(x′)

size(x)


+ log2


size(x′)

size(g′)


 log2


2size(x)

size(x)


+ log2


2size(g′)

size(g′)



Итого: azigzig  2rank(x′)− rank(x)− rank(g′) + rank(g′) + rank(x′)− 2rank(x)
azigzig  2rank(x′)− rank(x)− rank(g′) + rank(g′) + rank(x′)− 2rank(x)

azigzig  3(rank(x′)− rank(x))
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Окончателный баланс

atotal = a1 + a2 + · · ·+ an = 3(rank(Tn)− rank(T1)).
Потенциал максимален, когда уел поднимаетс от терминалного, тогда оценка
3 log n. В осталных случах  менше.
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Сбалансированные дерев поиска
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Сбалансированные дерев поиска

адача: реалиоват операции с деревми, имещие врем в худшем
Θ(logN).

H < A · logN +B,

где A и B  некоторые фиксированные константы.
Решение: исполоват сбалансированные дерев и не нарушащие
сбалансированност.
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Сбалансированные дерев поиска: критерии
сбалансированности
Высота дерева Ht не превосходит A logN +B, если в бинарном дереве с N
улами выполнено хот бы одно и условий:

дл лбого ула количество улов в левом и правом поддереве Nl, Nr

отличатс не более, чем на 1

Nr  Nl + 1, Nl  Nr + 1

дл лбого ула количество подулов в левом и правом поддеревх
удовлетворт условим

Nr  2Nl + 1, Nl  2Nr + 1

дл лбого ула высоты левого и правого поддеревев Hl, Hr удовлетворт
условим

Hr  Hl + 1, Hl  Hr + 1
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Сбалансированные дерев поиска
Случай 1. Идеално сбалансированное дерево.
Пуст Hideal(N)  максимална высота идеално сбалансированного дерева.

N  нечётно и равно 2M + 1. Тогда левое и правое поддерев долны
содерат ровно по M вершин.

Hideal(2M + 1) = 1 +Hideal(M)

N  чётно и равно 2M . Тогда

Hideal(2M) = 1 + max(Hideal(M − 1), Hideal(M))

Так как Hideal(M)  неубываща функци, то

Hideal(2M) = 1 +Hideal(M)

Hideal(N)  log2 N
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Сбалансированные дерев поиска

Случай 2. Примерна сбалансированност количества улов.
Пуст H(M)  максимална высота сбалансированного дерева со свойством 2.

Тогда H(1) = 0, H(2) = H(3) = 1.
При добавлении ула один и улов будет корнем, осталные N − 1
распределтс в отношении Nl : Nr, где Nl +Nr = N − 1.
Не умал общности, предполоим, что Nr  Nl, тогда Nr  2Nl + 1.

H(N) = max
Nl,Nr

(1 + max(H(Nl), H(Nr)))
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Сбалансированные дерев поиска

Функци H(N)  неубываща, поэтому

H(N) = 1 +H(max(Nr, Nl))

При ограничених Nr  2Nl + 1 и Nl +Nr = N + 1 получаем

H(N) = 1 +H


2N − 1

3



H(N) > 1 +H


2N

3



H(N) > log3/2 N + 1 ≈ 1.71 log2 N + 1
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Сбалансированные дерев поиска
Случай 3. Примерна сбалансированност высот. АВЛ-дерев.
Пуст N(H)  минималное число улов в АВЛ-дереве с высотой H
(минималное АВЛ-дерево).

Пуст левое дерево имеет высоту H − 1.
Правое дерево будет имет высоту H − 1 или H − 2.
N(H)  неубываща, дл минималного АВЛ-дерева высота правого равна
H − 2.
Число улов в минималном АВЛ-дереве:

N(H) = 1 +N(H − 1) +N(H − 2)

lim
h→∞

N(h+ 1)

N(h)
= ϕ =

√
5 + 1

2

H(N) ≈ logϕ(N − 1) + 1 ≈ 1.44 log2 N + 1
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AVL-дерев
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AVL-дерев

Добавим к кадому улу поле высоты поддерева, начинащемс в этом уле.
Высота терминалного ула будет равна 1.
Тогда моно вычислит balance  раницу меду высотами поддеревев.
Инвариант: −1  balance  1.
Баланс моет именитс при операцих insert и erase.

-1

0 0

0 0

-2

0 -1

0 -1

0
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AVL: insert

Вставка проиводитс стандартно  в терминалный лист.
После операции insert моет нарушитс баланс.
Утвердение: баланс в предках вставленного ула не моет выйти а границы
[−2, 2].
начение баланса −2 и 2  дисбаланс.
Дисбаланс лечитс поворотами.
Верно ли утвердение, что достаточно повернут в дисбалансном уле корен
в направлении от перекоса?
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AVL: перебалансировка

Верно?
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AVL: перебалансировка

Неверно!
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AVL: правила перебалансировки

Корректировка баланса проводитс сниу вверх.

При дисбалансе вомоны как простые повороты, так и болшие.

Правило: если при дисбаланс нак проиведени балансов корн и проблемного
ребёнка отрицателен, сначала надо равернут ребёнка, и толко после этого
раворачиват корен.
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AVL: правила перебалансировки

node *balance(node *n) {
calcBalance(n);
switch (delta(n)) {
case -2:

if (delta(n->left) > 0)
n->left = rotateLeft(n->left);

return rotateRight(n);
case 2:

if (delta(n->right) < 0)
n->right = rotateRight(n->right);

return rotateLeft(n);
default:

return n;
}

}
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B-дерев.
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В AVL деревх высоты поддеревев всё е раличатс.
Имеетс ли структура данных, в которой все высоты поддеревев во всех
улах гарантировано равны?
Это, например, B-дерев.
Их моно исполоват и при обычном построении, но чаще  дл работы с
внешней памт.
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Внешний поиск с исполованием B-деревев

Основной носител информации  ёсткий или SSD диск.
Информаци на ёстком диске располагаетс в секторах, которые логически
располоены на дороках.
Рамер сектора типично 512/2048/4096 байт.
Информаци считываетс и аписываетс головками чтени/аписи.
Дл чтени/аписи информации требуетс подвести головку чтени аписи к
нуной дороке и додатс подхода нуного сектора.
Типичные скорости вращени ёстких дисков  5400/7200/10033/15000
оборотов в минуту.
Один оборот совершаетс а врем от 1/90 до 1/250 секунды.
Операци перехода на соседн дороку примерно 1/1000 секунды.
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Работа с внешними носителми

Внешние сортировки исполут многократный последователный проход по
данным, располоенным на носителх информации.
Последователное считывание информации с ёсткого диска 100-150
мибибайт в секунду.
Смена поиции в файле часто требует:

◮ оидани подвода головки на нуну дороку;
◮ оидани подхода нуного сектора к головкам чтени/аписи;

Операци последователного чтени 4096 байт анимает 4096
100×106

≈ 40× 10−6

секунд
Операци случайного чтени 4096 байт анимает не менее 5− 10× 10−3

секунд.
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Работа с внешними носителми

Второй популрный носител  SSD диск.
Информаци хранитс в энергонеависимой памти на микросхемах.
Операции проиводтс блоками рамером 64-1024 кибибайт.
Врем доступа к блоку ≈ 10−6 секунд.
HDD и SSD исполут буфериаци дл ускорени работы.
Алгоритмы поиска во внешней памти долны минимиироват число
обращений к внешней памти и выровненные операции.
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Работа с SSD носителми

На логическом уровне обращени происходт блоками лбого рамера,
кратного 512 байт.
На фиическом уровне всё слонее.
Рамер фиического блока от 512 байт до 1024 кибибайт.
Операци частичной аписи 512 байт:

Считываетс полный блок (всегда).
аменетс 512 байт в требуемом месте.
аписываетс полный блок (всегда).

Выровненна апис целого блока  минимум двукратное ускорение.
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Оценка применимости внешнего поиска

Пуст имеетс бинарное дерево поиска, состощее и:
Данных рамером 64 байта.
Клча рамером 8 байт.
Укаателей left и right рамером 8 байт.

Общий рамер ула  88 байт.
В оперативну памт рамером 16 гибибайт поместитс 16×230

88
≈ 195× 106

улов (не учитываем фрагментаци аллокаторов).
Как хранит словар и 109 элементов?
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B-дерев

B-дерево  сбалансированное дерево поиска, улы которого хрантс во
внешней памти.
В оперативной памти хранитс част улов.
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B-дерев: свойства

135

86 165

27 88 113 143 189

105

46 152 160 213

Высота дерева не более O(logN), где N количество улов.
Кадый уел моет содерат 1 клч и болше.
Количество детей ула равно K + 1, где K  количество клчей в уле.
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B-дерев: свойства
K1-K128

K1-K128

1 2 129

…

K1-K128 …

… …

Пуст в уле помещаетс 128 клчей.
Высота дерева  3
Тогда общее количество улов

1 + 129 + 1292 = 16771

Общее количество клчей

16771× 128 = 2146688
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B-дерев: определение

B-дерево  корневое дерево, обладащее свойствами:
Кадый уел содерит:

 количество клчей n, хранщихс в уле.
 индикатор листа final.
 n клчей в пордке ворастани.
 n+1 укаател на детей, если уел не корневой.

Клчи ест границы диапаонов клчей в поддеревх.
Все лист располоены на одинаковой глубине h.
Имеетс покаател t  минимална степен дерева.
В корневом уле от 1 до 2t-1 клчей.
Во внутренних улах минимум t-1 клчей.
Во внешних улах максимум 2t-1 клчей.
аполненный уел имеет 2t-1 клч.
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B-дерев: высота

Теорема: Высота B-дерева с n  1 клчами и минималной степен t  2

в худшем случае не превышает logt
n+ 1

2
Докаателство. В максимално высоком дереве высоты h в кадом уле,
кроме корневого, содеритс t− 1 клч.
Тогда общее количество клчей в дереве ест

1 + 2 + 2t+ 2t2 + · · ·+ 2th−1 =

= 1 + 2(t− 1)(1 + t+ t2 + · · ·+ th−1) =

= 1 + 2(t− 1)
th − 1

t− 1

Отсда

h = logt
n+ 1

2
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B-дерев: операции

Исполуем операции Load и Store.
Корен сохранем в оперативной памти.
Минимиируем количество операций.
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B-дерев: операци find поиска клча k

Операцией бинарного поиска ищем самый левый клч keyi  k

Если keyi = k, то уел найден.
Исполнем Load дл дочернего ула и рекурсивно повторем операци.
Если final = true, то клч не найден.

Количество операций Tload = O(h) = O(logt n)
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Добавление клча

Операцией find находим уел дл вставки.
Если лист не аполнен, сохран упордоченност вставлем клч.
Если лист аполнен (2t-1 клчей), рабиваем его на два листа по t-1 клчу
поиском медианы.
Медиана рекурсивно вставлетс в родителский уел.

Слоност в худшем случае: кадый ра рабиваетс уел на кадом уровне,
O(t logt n)
Количество операций: Text = O(h) = O(logt n)
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Рановидности B-деревев

B+-дерево содерит информаци толко в листх, клчи  толко во
внутренних улах.
Исполуетс в файловых системах XFS, JFS, NTFS, Btrfs, HFS, APFS, ...
Исполуетс дл хранени индексов в баах данных Oracle, Microsoft SQL,
IBM DB2, Informix, ...
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