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Дерево отреков: обработка апросов сверху вни

адача 1. Имеетс массив и N элементов. К нему поступат апросы двух
типов:

1. Именит начение элемента.
2. Вычислит аданну операци на подотреке [l, r].

При именении элемента мы поднималис по дереву, корректиру начени в
родителе.
При исполнении функции мы рекурсивно поднималис вверх, исполн операции
на подотреках меншего рамера.
Другой вариант  исполнение апросов сверху вни.
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Дерево отреков: обработка апросов сверху вни

Кадый уел доминирует над группой терминалных улов, над интервалом
[dl, dr].

[dm+1,dr][dl,dm]

 [dl,dr]
p

2p 2p+1

Дл обработки отрека надо проверит, доминирует ли текущий уел над
какой-то част отрека.
Если он полност доминирует  подотреок добавлетс к реултату.
Если не полност  рабиваем апрос на два и проверем кадый.
Отреок рабиваетс пополам на подотреки [dl, dm] и [dm+ 1, dr].
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Дерево отреков: обработка апросов сверху вни

int down(size_t p, size_t l, size_t r, size_t dl, size_t dr) {
int ret = E;
if (l <= dl && r >= dr) return OP(ret, body[p]);
size_t bm = (dl + dr) / 2;
if (l <= bm) ret = OP(ret, down(pos * 2, l, bm, dl, bm));
bm++;
if (r >= bm) ret = OP(ret, down(pos*2+1, bm, r, bm, dr));
return ret;

}
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Дерево отреков: обработка апросов сверху вни

Дл вычислени функции достаточно выват down и самого
доминирущего отрека.
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адача о двоичном спуске

адача 2. Массив содерит элементы 0 и 1. Моно исполнт следущие
апросы:

1. Инвертироват бит в поиции p.
2. Найти поици k−го бита на подотреке [l, r].
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адача о двоичном спуске

Сначала сведём адачу находени k-нул на отреке [l, r] на две адачи:
найти k-й нул с начала отрека.
Если он вылеет а границу r  ответ: не существует.
Тогда достаточно хранит количество нулей на подотреках.
В уле храним количество нулей в поддереве.
апрос 1: традиционно поднимаемс вверх.
апрос 2: найти поици k-го нул во всём массиве.
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адача о двоичном спуске

r нулейl нулей

 

Запрос на k-й нуль

Если k  l, то уходим в левое поддерево.
Иначе будем искат нул номер k − r в правом поддереве.
Очен напоминает поиск k-й пордковой статистики в массиве чере
selection(k).
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Отлоенные операции в дереве отреков.
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Присвоение на подмассиве

адача 3. Имеетс массив a1, a2, . . . , an. Требуетс исполнт операции двух
типов:

1. Прибавит одно и то е число d на отреке массива [l, r].
2. Вычислит сумму элементов на отреке массива [l, r].
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Присвоение на подмассиве

До сих пор мы умели проиводит именени в точке и исполнт операции
на отреке массива а O(logN).
Стара техника даст врем исполнени апроса именени на отреке
(r − l + 1) logN .
Моно уменшит это врем амортиированно до O(logN).
Дл этого применем отлоенные именени.
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Присвоение на подмассиве

Будем хранит в кадой вершине кроме суммы sum дл второго апроса
хранит ещё и параметр операции первого апроса  d.
Добавим ещё флаг pending  иметс ещё не актуалиированные именени.
Именно в данной адаче моно было бы обойтис условием d = 0.
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Присвоение на подмассиве: подопытный кролик

22/09/0

31/0

4/0 5/0 14/0 8/0

3/0 1/0 4/0 1/0 5/0 9/0 2/0 6/0
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Присвоение на подмассиве: увеличиваем на 2 подотреок

22/09/0

31/0

4/0 5/0 14/0 8/0

3/0 1/0 4/0 1/0 5/0 9/0 2/0 6/0
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Присвоение на подмассиве: операци увеличени на [l, r]

Если диапаон текущей вершины [dl, dr] влоен в [l, r], то именем sum на d.
Если [dl, dr] и [l, r] пересекатс частично, апускаем рекурси и после этого
актуалиируем sum.

22/211/0

41/0

4/0 7/0 14/0 8/0

3/0 1/0 4/0 1/2 5/0 9/0 2/0 6/0
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Присвоение на подмассиве: операци находени суммы на
[l, r]

При аходе в вершину, проверем наличие в ней ленивого обновлени.
Если оно ест, обновлем текущу sum, проводим обновление по
пересекащимс дочерним вершинам, сбрасываем d.
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Прибавление арифметической прогрессии на подмассиве

адача 4. Имеетс массив a1, a2, . . . , an. Требуетс исполнт операции двух
типов:

1. Прибавит арифметическу прогресси с первым элементом b и шагом d на
отреке массива [l, r].

2. Вычислит сумму элементов на отреке массива [l, r].
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Прибавление арифметической прогрессии на подмассиве

Тепер када вершина кроме суммы дл второго апроса хранит ещё и
параметры операции первого апроса  b и d.
В первой адаче суммы перевычисллас как sum+ = d+ (r − l + 1).
дес добавлетс сумма sum+ = (b+ (b+ d) + (b+ 2d) + ....
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адача 5. Дан массив a1, a2, . . . , an.
Нуно исполнт апросы: по аданным l, r, x, y сообщат, сколко чисел и
подмассива al, . . . , ar леат в диапаоне [x, y].
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адача поиска чисел в поддиапаоне на отреке

Раобём адачу на две:
1. Сколко чисел и al, . . . , ar не болше x− 1.
2. Сколко чисел и al, . . . , ar не болше y.

Тогда ответ будет f(y)− f(x− 1).
Аналогично моно упростит и с границами l и r.
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адача поиска чисел в поддиапаоне: решение 1.

Сделаем дерево отреков на клчах, представленных деревми поиска.
В улах будем хранит дерев, построенные на подмноествах.

{a5,a6,a7,a8}{a1,a2,a3,a4}

{a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8}

{a1, a2} {a3, a4} {a5, a6} {a7, a8}

{a1} {a2} {a3} {a4} {a5} {a6} {a7} {a8}
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адача поиска чисел в поддиапаоне: решение 1.

Как найти количество чисел на отреке [4, 8], не болших, чем y?
Отреок [4, 8] управлетс отреками [4] и [5, 8], которые содерат клчи {a4}
и {a5, a6, a7, a8} соответственно.
В кадом таком уле моно а log |t| найти количество чисел, не болших y.
Общее решение находим бинарным спуском от корн.
Мы рабили отреок на логарифмическое число деревев поиска и хорошо бы
умет их сливат.
Асимптотика O(log2 N).
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адача поиска чисел в поддиапаоне: решение 2.
Давайте хранит в кадом уле не дерево поиска, а отсортированный список
клчей.

2,5,6,91,1,3,4

1,1,2,3,4,5,6,9

1,3 1,4 5,9 2,6

3 1 4 1 5 9 2 6

Сортировка слинием отлично подходит дл слини клчей.
Толко давайте её модифицируем дл того, чтобы помнит дл кадого
элемента и ула, тот уел, и которого он пришёл (первый линк).
Будем помнит и второй  в максималный элемент оставшихс в другом
поддереве, который не болше первого (второй линк).
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адача поиска чисел в поддиапаоне: решение 2.

1 1 2 3 4 5 6 9

1 1 23 4 5 6 9

1 3 1 4 25 69

11 23 4 5 69
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адача поиска чисел в поддиапаоне: решение 2.

Ответим на апрос: сколко чисел на подотреке [4, 8] не болше 3.
Бинарным поиском находим 3 в верхнем уле.
Там отсортировано, ест ответ на вопрос: сколко элементов вообще не
болше 3.
Дл неполных отреков нуно спускатс в детей.
Бинарный поиск в подуле наивен.
Опускаемс вни по первому линку и смотрим, откуда пришла 3.
Она пришла и левого ребёнка. Что мы там видим: 3-ка  3- пордкова
статистика в левом ребёнке.
А в правом ребёнке все элементы по второму линку менше её, а справа от
линка  не менше её.
Так, спускас до терминалных улов получаем реултат.
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Персистентные дерев.
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адача поиска чисел в поддиапаоне: решение 3.

Исполуем персистентное дерево отреков.
Именим представление дерева отреков с дерева на массиве на классическое
дерево с укаателми.
Когда мы впервые формируем вершину с доминирущим диапаоном, мы
содаём все поддерев дл неё.
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it_node *it_create(int dl, int dr) {
it_node *t = malloc(sizeof *t);
t->dl = dl; t->dr = dr;
if (dl < dr) {

int dm = (dl + dr) / 2;
t->left = it_create(dl, dm);
t->right = it_create(dm+1, dr);

}
return t;

}
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адача поиска чисел в поддиапаоне: решение 3.

Иде перститентных деревев в том, что мы собираемс хранит вс истори
их именений.
Наивный способ  клонироват дерево перед именением и работат с
клоном.
Но у нас ест укаатели.
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Наивное именение деревев отреков: до

A

B E

C D F G
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Наивное именение деревев отреков: после

A'

B' E

C' D F G

A

B E

C D F G
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Персистентное именение деревев отреков: после

A'

B'

C'

A

B E

C D F G
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Персистентное дерево отреков

Иде в том, что именений в дереве logN .
q поколений именений потребут q logN памти.
Когда менетс что-то на пути от вершины к корн, клонируетс толко
текущий уел, с сохранением всех укаателей.
Если при обновлении мы пошли направо  содали клон правого сына,
налево  левого.
При именении дерева вначале клонируем корен и при посещении клонируем
подулы в нуных направлених.
апросы могут проводитс к лбому корн.
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адача поиска чисел в поддиапаоне: решение 3.
Нам всё ещё нуно определит количество чисел на подотреке [l, r] массива
a, не болших y.
Содадим массив пар: начение элемента и его номер и отсортируем по
начени. Наовём его b.
аведём персистентное дерево отреков, в котором полоим все элементы
массива b и пометим их неактивными.
Будем помещат в персистентное дерево отреков все элементы массива b,
дела их активными. Кадое добавление содаёт новый корен.
В кадой вершине будем хранит количество активных вершин на
поддеревх.
Тепер решение адачи: находим бинпоиском индекс дерева с наименшим j
таким, что b[j]  y.
В этом дереве считаем активные элементы на поддиапаоне.
Асимптотика  O((N +Q) logN) по времени.
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Рареенные таблицы (sparse table)

С. Л. Бабичев Дерево отреков. Рареенные таблицы 8 феврал 2024 г. 36 / 39



адача RMQ

адача 6. Имеетс статический массив a1, a2, . . . , aN . К нему поступат апросы:
найти минимум на отреке [l, r]  Range Minimum Query.
Решение: Несколко решений уе ест: декартовы дерев, дерев отреков.
Все требут O(logN) времени на апрос.
Ценой дополнителной памти в O(N logN) моно отвечат на апрос а O(1).
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адача RMQ

Пуст у нас будет массив v[L][N ] такой, что v[r][i]  минималное число на
отреке длины 2r, начинащемс в i−й поиции.
L  максималное и чисел, дл которых 2L  N , т. е. L = ⌊log2 N⌋.
Нулевой слой содерит элементы самого массива.
Первый слой содерит минимумы от пар, начинащихс в i.
Второй слой  минимумы от четвёрок, начинащихс в i.
0 2 7 1 8 2 8 5 4
1 2 1 1 2 2 5 4
2 1 1 1 2 2
3 1
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Как помоет така таблица?
Ищем минимум на отреке [l, r].
Найдём такое максималное k, что 2k  r − l + 1.
Элемент v[k][l] содерит минимум и a[l]..a[l + 2k − 1].
Элемент v[k][r − 2k + 1] содерит минимум и a[r − 2k + 1]..a[r].
Эти отреки пересекатс.
Операци min коммутативна, ассоциативна и идемпотентна.
min от предлоенных элементов ест min на всём подмассиве [l, r].
Асимптотика: N logN на построение, O(1) на кадый апрос, если
предподсчитат все log2[1..N ].
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