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Алгоритм Краскала

Алгоритм Краскала (Kruscal).

Один и самых старых алгоритмов на графах (1956).
Предварителное условие: свност графа.

Содаётс число непересекащихс мноеств по количеству вершин и када
вершина составлет своё мноество.
Мноество MST вначале пусто.
И всех рёбер, не принадлеащих MST выбираетс самое короткое и всех
рёбер, не обраущих цикл. Вершины ребра долны принадлеат раличным
мноествам.
Выбранное ребро добавлетс к мноеству MST
Мноества, которым принадлеат вершины выбранного ребра, сливатс в
единое.
Если рамер мноества MST стал равен |V |− 1, то алгоритм авершён, иначе
отправлемс к пункту 3.
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Алгоритм Краскала

Список рёбер упордочен по ворастани:
i 3 0 1 0 0 6 3 4 0 0 4
j 5 2 7 7 1 7 4 5 6 5 6

Wij 4 7 7 9 10 10 11 15 22 26 30
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Алгоритм Краскала

Таблица принадлености вершин мноествам:

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 1 2 3 4 5 6 7
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Алгоритм Краскала:перва итераци

Вершины 3 и 5 самого короткого ребра в раных мноествах → отправлем ребро
в мноество MST и обединем мноества.

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 1 2 3 4 3 6 7
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Алгоритм Краскала:втора итераци

Два подходщих ребра с одинаковым весом:

i 0 1 0 0 6 3 4 0 0 4
j 2 7 7 1 7 4 5 6 5 6

Wij 7 7 9 10 10 11 15 22 26 30

Лемма. При равных подходщих рёбрах моно выбират проиволное.
Докаателство. Если добавление первого ребра не помешает добавлени
второго, то, всё ОК.
Если помешает (добавление второго содаст цикл), то моно удалит лбое и
них, общий вес дерева останетс неименным.
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Алгоритм Краскала:втора итераци

Выберем ребро (0,2) и поместим вершину 2 в мноество номер 0.

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 1 0 3 4 3 6 7
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Алгоритм Краскала:трет итераци

Ребро (1,7) привело к слини мноеств 1 и 7.

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 1 0 3 4 3 6 1
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Алгоритм Краскала:четвёрта итераци

Самым коротким ребром и оставшихс окаалос ребро (0,7).

Нам нуно слит два мноества  одно, содеращее {0, 2} и другое 
содеращее {1, 7}.
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Алгоритм Краскала: четвёрта итераци

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 1 0 3 4 3 6 1

Пуст новое мноество получит номер 0.
Нуно ли найти в массиве p все единицы (номер второго мноества) и
аменит их на нули (номер того мноества, куда переходт элементы
первого)?
Моно быстрее, исполу систему непересекащихс мноеств Union-Find
или Disjoint Set Union, DSU.
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Система непересекащихс мноеств, DSU

Абстракци DSU реалиует три операции:
create(n)  содат набор мноеств и n элементов.
find_root(x)  найти представител мноества.
merge(l,r)  сливает два мноества l и r.
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Система непересекащихс мноеств: find_root(x)

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 1 0 3 4 3 6 1

p[7]==1  номер мноества, он е и представител.
Если дл слини мноеств {0,2} и {1,7} поместим в p[7] число 0, то дл
вершины 1 представителем останетс 1, что неверно (после слини вершина
1 долна принадлеат мноеству 0).
Так как p[7]==1, то и у седмой, и у первой вершины представители
одинаковые.
Если номер вершины совпадает с номером представител, то, в массив p при
исполнении ничего не было аписано → эта вершина ест корен дерева.
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Система непересекащихс мноеств

После слини нуно аменит всех родителей вершины на нового представител.
Это делаетс ищным рекурсивным алгоритмом:

int find_root(int r) {
if (p[r] == r) return r; // A trivial case
return p[r] = find_root(p[r]); A recursive case

}
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Система непересекащихс мноеств

merge(l,r). Дл сохранени корректности алгоритма вполне достаточно лбого и
присвоений: p[l] = r или p[r] = l. Вс далнейшу корректировку родителей в
далнейшем сделает метод find_root.

Приёмы балансировки деревев:

◮ Исполование ещё одного массива, хранщего длины деревев: слиние
проиводитс к более короткому дереву.

◮ Случайный выбор дерева-приёмника.
void merge(int l, int r) {

l = find_root(l); r = find_root(r);
if (rand() % 2) p[l] = r;
else p[r] = l;

}

Вано: операци слини начинаетс с операции поиска, котора аменет
аргументы наченими корней их деревев!
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Алгоритм Краскала

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 1 0 3 4 3 6 1

Определем, каким деревм принадлеат концы ребра (0,7).
find_root(0) вернёт 0 как номер мноества.
find_root(7) сначала убедитс, что в p[7] леит 1 и выовет
find_root(1), после чего, вомоно, аменит p[7] на 1 и вернёт 1.
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Алгоритм Краскала

Концы ребра 0 принадлеат раным мноествам → сливаем мноества,
вывав merge(0,7).
Операци merge  аменит свои аргументы, 0 и 7, корнми деревев,
которым принадлеат 0 и 7, то ест, 0 и 1 соответственно.
В p[1] помещаетс 0 и дерев слиты.
Обратите внимание на то, что в p[7] всё ещё находитс 1!.
Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 0 0 3 4 3 6 1
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Алгоритм Краскала

Следущее ребро  (6,7). find_root(7) установит p[7]=0. Это е начение
будет присвоено и p[6].
Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 0 0 3 4 3 0 0
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Алгоритм Краскала

На следущем этапе ребро (3,4) окаетс самым коротким.

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 0 0 3 3 3 0 0
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Алгоритм Краскала

Концы рёбер (4,5) и (0,6) принадлеат одним мноествам. Ребро (4,7)
подходит. Количество рёбер в мноестве MST достигло 7 = N − 1. Конец.

Vi 0 1 2 3 4 5 6 7
p 0 0 0 3 0 3 0 0
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Алгоритм Краскала: слоност

Перва част алгоритма  сортировка рёбер. Слоност этой операции
O(|E| log |E|).
В 1984 году Tarjan докаал, исполу функци Аккермана, что операци
поиска в DSU имеет слоност амортиированну O(1).
Слоност всего алгоритма Краскала и ест O(|E| log |E|).
Дл достаточно рареенных графов он обычно быстрее алгоритма Прима,
дл аполненных  наоборот.
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Алгоритм Дейкстры.
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Дерево кратчайших путей  SPT

Пуст адан граф G и вершина s. Дерево кратчайших путей дл s 
подграф, содеращий s и все вершины, достиимые и s, обраущий
направленное поддерево с корнем в s, где кадый пут от вершины s до
вершины u влетс кратчайшим и всех вомоных путей.
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Алгоритм Дейкстры

Строит SPT (Shortest Path Tree).
Определет длины кратчайших путей от аданной вершины до осталных.
Обателное условие: граф не долен содерат рёбер с отрицателным
весом.
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Алгоритм Дейкстры

В SPT аноситс корневой уел (исток).
На кадом шаге в SPT добавлетс одно ребро, которое формирует
кратчайший пут и истока в не-SPT.
Вершины аностс в SPT в пордке их расстони по SPT от началной
вершины.
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Алгоритм Дейкстры

адна стратеги.
Пуст найдено оптималное мноество U .
Иначално оно состоит и вершины s

Длины кратчайших путей до вершин мноества обоначим, как d(s, v), v ∈ U .
Среди вершин, сменых с U находим вершину u, u /∈ U таку, что
достигаетс минимум

min
v∈U,u/∈U

d(s, v) + w(v, u).

Обновлем мноество U : U ← U ∪ {u} и повторем операци.
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Алгоритм Дейкстры

Исполутс переменные:
d[u]  длина кратчайшего пути и вершины s до вершины u.
π[u]  предшественник u в кратчайшем пути от s.
w(u, v)  вес пути и u в v (длина ребра, вес ребра, метрика пути).
Q  приоритетна по начени d очеред улов на обработку.
U  мноество вершин с уе ивестным финалным расстонием.
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Алгоритм Дейкстры
1: procedure Dijkstra(G : Graph;w : weights; s : V ertex)
2: for all v ∈ V do
3: d[v] ← ∞
4: π[v] ← nil
5: end for
6: d[s] ← 0
7: U ← ∅
8: Q ← V
9: while Q ∕= ∅ do

10: u ← Q.extractMin()
11: U ← U ∪ {u}
12: for all v ∈ Adj[u], v /∈ U do
13: Relax(u,v)
14: end for
15: end while
16: end procedure
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Алгоритм Дейкстры

1: procedure Relax(u, v : V ertex)
2: if d[v] > d[u] + w(u, v) then
3: d[v] = d[u] + w(u, v)
4: π[v] ← u
5: end if
6: end procedure
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Алгоритм Дейкстры

Операци Relax  релаксаци
Два вида релаксации:

◮ Релаксаци ребра. Даёт ли продвиение по данному ребру новый кратчайший
пут?

◮ Релаксаци пути. Даёт ли проходение чере данну вершину новый
кратчайший пут, соединщий две другие аданные вершины.
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Алгоритм Дейкстры

Исходный граф
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Алгоритм Дейкстры

v1 в SPT, v2, v3 и v4  в накопителе.
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Алгоритм Дейкстры

Выбран уел v2. Корректирутс расстони от него. Релаксаци: (1 → 4)
аменён на (1 → 2 → 4).

С. Л. Бабичев Графы 9 марта 2023 г. 32 / 46



Алгоритм Дейкстры

Выбран уел v3.
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Алгоритм Дейкстры

В накопител отправлетс v5. Релаксаци: (1 → 2 → 6) аменено на
(1 → 2 → 4 → 6), (1 → 3) на (1 → 2 → 4 → 3)
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Алгоритм Дейкстры
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Алгоритм Дейкстры
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Алгоритм Дейкстры: слоност

Имеетс |V |− 1 шаг.
На кадом шаге корректировка расстоние до соседей (просмотрет все
рёбра) и выбор минималного и накопител.
Дл насыщенных деревев слоност алгоритма O(V 2 log V )
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Мноественный алгоритм Дейкстры

Если мы хотим построит таблицу минималных расстоний от кадого до
кадого, то вычисление таблиц дл кадого ула в отделности имеет
слоност O(N2 logN).
Вычисление таблиц дл всех улов имеет слоност
N ·O(N2 logN) = O(N3 logN)

Существует более быстрый алгоритм, имещий слоност O(N3).
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Алгоритм Флойда-Уоршалла.
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Алгоритм Флойда-Уоршалла

Построение таблиц маршрутиации.

Ивестен с 1962 года.
Определет кратчайшие пути во ввешенном графе, описанном матрицей
смености.
В матрице смености число, находщеес в i-й строке и j-м столбце ест вес
сви меду ними.
Именим представление и будем полагат, что в матрице смености Cij = ∞,
если улы i и j не влтс соседми.
На входе алгоритм принимает модифицированну матрицу смености, а на
выходе эта матрица будет содерат в элементе Cij вес кратчайшего пути и
Pi в Pj.
Допускаетс наличие путей с отрицателным весом.
Не долно быт циклов с отрицателной длиной.
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Алгоритм Флойда-Уоршалла

Сам алгоритм моет быт описан в рекурсивной форме как

D
(k)
ij =


Cij, если k = 0,

min

D

(k−1)
ij , D

(k−1)
ik +D

(k−1)
kj


, если k  1

Это  адача динамического программировани.
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Этапы проходени алгоритма дл графа
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Алгоритм Флойда-Уоршалла

Исходна матрица смености:

D(0) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 ∞ ∞ ∞ 3 2
P1 ∞ 0 ∞ ∞ ∞ 4
P2 ∞ 7 0 3 12 ∞
P3 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
P4 ∞ ∞ 2 ∞ 0 ∞
P5 ∞ ∞ 4 2 5 0

Начална матрица D(0) содерит метрики всех наилучших маршрутов единичной
длины. Када следуща итераци алгоритма добавлет в матрицу D(i+1)

элементы, сванные с маршрутами длины i, на единицу болшей.
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Алгоритм Флойда-Уоршалла

После первой итерации матрицы не иментс.
После второй итерации получаетс следущее (красным цветом помечены
именившиес элементы таблиц):

D(2) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 ∞ ∞ ∞ 3 2
P1 ∞ 0 ∞ ∞ ∞ 4
P2 ∞ 7 0 3 12 11
P3 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
P4 ∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞
P5 ∞ ∞ 4 2 5 0
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Алгоритм Флойда-Уоршалла

D(3) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 ∞ ∞ ∞ 3 2
P1 ∞ 0 ∞ ∞ ∞ 4
P2 ∞ 7 0 3 12 11
P3 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
P4 ∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞
P5 ∞ 11 4 2 5 0
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Алгоритм Флойда-Уоршалла

Реултат четвёртой и птой итерации совпадает с реултатом третей. Шеста,
последн итераци:

D(6) =

P0 P1 P2 P3 P4 P5

P0 0 13 6 4 3 2
P1 ∞ 0 8 6 9 4
P2 ∞ 7 0 3 12 11
P3 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ ∞
P4 ∞ ∞ ∞ ∞ 0 ∞
P5 ∞ 11 4 2 5 0
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