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Длинна󰑱 арифметика.
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Длинные числа представл󰑱󰑧тс󰑱 в виде полиномов вида

X = xn ·Rn + xn−1 ·Rn−1 + · · ·+ x1 ·R1 + x0

󰑪дес󰑭 R 󰯹 основание системы счислени󰑱 представлени󰑱 длинных чисел.
R дол󰑨но быт󰑭 удобно хранит󰑭 в единице хранени󰑱, чанке.
Это обычно степен󰑭 двойки или степен󰑭 дес󰑱тки.
Операции над длинными числами 󰯹 операции над полиномами.
Будем на󰑬ыват󰑭 (n)-числами те, что состо󰑱т и󰑬 n чанков (име󰑧т n цифр в
системе счислени󰑱 по основани󰑧 R). Это 󰯹 степен󰑭 соответству󰑧щего
полинома.
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Сло󰑨ение и вычитание. (n)−число и (m)−число складыва󰑧тс󰑱 и вычита󰑧тс󰑱
󰑬а Θ(max(n,m)).
Умно󰑨ение. Наивным обра󰑬ом (n)-число и (m)-число умно󰑨а󰑧тс󰑱 󰑬а
Θ(n ·m). Алгоритмом Карацубы два n числа умно󰑨а󰑧тс󰑱 󰑬а Θ(nlog2 3).
Имеетс󰑱 более быстрый алгоритм умно󰑨ени󰑱, основанный на комплексной
арифметике.
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Быстрое преобра󰑬ование Фур󰑭е
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Lemma (Восстановление коэффициентов полинома)
Пуст󰑭 имеетс󰑱 полином

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1

и име󰑧тс󰑱 n 󰑬начений полинома P в попарно ра󰑬личных точках
y0 = P (x0), y1 = P (x1), . . . , yn−1 = P (xn−1).
Тогда мо󰑨но восстановит󰑭 коэффициенты полинома решением системы линейных
уравнений

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

a0 + a1x0 + · · ·+ an−1x
n−1
0 = y0

a0 + a1x1 + · · ·+ an−1x
n−1
1 = y1

. . .

a0 + a1xn−1 + · · ·+ an−1x
n−1
n−1 = yn−1

(1)

относител󰑭но ai.
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Восстановление коэффициентов полинома

󰑪аменим на матричное уравнение:
󰀳

󰁅󰁅󰁃

x0
0 x1

0 . . . xn−1
0

x0
1 x1

1 . . . xn−1
1

. . . . . . . . . . . .
x0
n−1 x1

n−1 . . . xn−1
n−1

󰀴

󰁆󰁆󰁄 ·

󰀳

󰁅󰁅󰁃

a0
a1
. . .
an−1

󰀴

󰁆󰁆󰁄 =

󰀳

󰁅󰁅󰁃

y0
y1
. . .
yn−1

󰀴

󰁆󰁆󰁄 (2)

Слева 󰯹 матрица Вандермонда. И󰑬 курса ЛА и󰑬вестно, что её определител󰑭
ненулевой, если xi ∕= xj дл󰑱 л󰑧бых i ∕= j.
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Перемно󰑨ение полиномов

Требуетс󰑱 найти прои󰑬ведение R = P ·Q.
Не умал󰑱󰑱 общности во󰑬󰑭мём n = degP + degQ+ 1 󰃍 degR + 1.
Найдём в n точках 󰑬начени󰑱 P (xi) и Q(xi).
R(xi) = P (xi) ·Q(xi).
Восстановим R по набору R(xi).
Требуетс󰑱: быстро находит󰑭 󰑬начени󰑱 полинома в n точках и быстро
восстанавливат󰑭 󰑬начени󰑱 полинома по n 󰑬начени󰑱м.
Мы мо󰑨ем выбират󰑭 прои󰑬вол󰑭ные xi. Выберем n комплексных корней
степени n единицы.
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Свойства пробных точек

Такие корни ест󰑭 точки на единичной окру󰑨ности в комплексной плоскости.

xk = ei
2πk
n = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n

Обо󰑬начим 󰑬а ω первый корен󰑭 x1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
.

󰑪аметим, что ω2 = x2,ω
3 = x3, . . . ,ω

n = x0.
Мы получили мул󰑭типликативну󰑧 группу степени n, а ω 󰯹 примитивный
корен󰑭 группы.
󰑪а ω мо󰑨но в󰑬󰑱т󰑭 л󰑧бой и󰑬 примитивных корней группы.
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Перемно󰑨ение полиномов

Итак, ну󰑨но:
1. дл󰑱 ωk найти 󰑬начени󰑱 полиномов P (ωk) и Q(ωk);
2. найти прои󰑬ведени󰑱 󰑬начений полиномов R(ωk);
3. восстановит󰑭 коэффициенты полинома R.
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Шаг 1. Вычисл󰑱ем P (ω0), P (ω1), . . . , P (ωn−1)

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1.

Введём два полинома:

P0 = a0 + a2x+ a4x2 + . . .

P1 = a1 + a3x+ a5x2 + . . . .

Тогда
P (x) = P0(x

2) + x · P1(x
2)
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Шаг 1. Вычисл󰑱ем 󰑬начени󰑱 вспомогател󰑭ных полиномов

Поло󰑨им, что n 󰯹 чётное число.
Тогда дл󰑱 вычислени󰑱 P0 и P1 достаточно в󰑬󰑱т󰑭 их 󰑬начени󰑱 в чётных точках
ω0,ω2,ω4, . . . .
󰑪адача вычислени󰑱 в n точках свелас󰑭 к двум 󰑬адачам вычислени󰑱 󰑬начени󰑱
в n

2
точках и консолидации ре󰑬ул󰑭тата 󰑬а Θ(n

2
.

T (n) = 2T
󰀓n
2

󰀔
+Θ(n).

T (n) = O(n log n).
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Шаг 2. Вычисл󰑱ем 󰑬начени󰑱 R

Тривиал󰑭ный шаг.

R(ω0) = P (ω0) ·Q(ω0)

R(ω1) = P (ω1) ·Q(ω1)

. . .

R(ωn−1) = P (ωn−1) ·Q(ωn−1)

Врем󰑱 работы Θ(n).
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Шаг 3. Восстановление коэффициентов R.

Что мы сделали, вычисл󰑱󰑱 󰑬начени󰑱 в точках:
󰀳

󰁅󰁅󰁃

P (ω0)
P (ω1)
. . .

P (ωn−1)

󰀴

󰁆󰁆󰁄 =

󰀳

󰁅󰁅󰁃

(ω0)0 (ω0)1 . . . (ω0)n−1

(ω1)0 (ω1)1 . . . (ω1)n−1

. . . . . . . . . . . .
(ωn−1)0 (ωn−1)1 . . . (ωn−1)n−1

󰀴

󰁆󰁆󰁄 ·

󰀳

󰁅󰁅󰁃

a0
a1
. . .
an−1

󰀴

󰁆󰁆󰁄 (3)

Свойство данной матрицы: Wij = ωij.
Это прои󰑬ведение удалос󰑭 найти 󰑬а n log n.
Сейчас предстоит обратна󰑱 󰑬адача: по левой части P и матрице W
восстановит󰑭 вектор a.
Достаточно умно󰑨ит󰑭 леву󰑧 част󰑭 на обратну󰑧 матрицу W−1.
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Матрица W

В матрице W элемент Wij = ωij.

W =

󰀳

󰁅󰁅󰁃

ω0 ω0 . . . ω0

ω0 ω1 . . . ωn−1

. . . . . . . . . . . .
ω0 ω(n−1) . . . ω(n−1)(n−1)

󰀴

󰁆󰁆󰁄 (4)

С. Л. Бабичев Числа 7 но󰑱бр󰑱 2022 г. 15 / 22



Матрица V

Введём матрицу V , элемент Vij = ω−ij.

V =

󰀳

󰁅󰁅󰁃

ω0 ω0 . . . ω0

ω0 ω−1 . . . ω−(n−1)

. . . . . . . . . . . .
ω0 ω−(n−1) . . . ω−(n−1)(n−1)

󰀴

󰁆󰁆󰁄 (5)
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Прои󰑬ведение V ·W

U =

󰀳

󰁅󰁅󰁃

ω0 ω0 . . . ω0

ω0 ω−1 . . . ω−(n−1)

. . . . . . . . . . . .
ω0 ω−(n−1) . . . ω−(n−1)(n−1)

󰀴

󰁆󰁆󰁄 ·

󰀳

󰁅󰁅󰁃

ω0 ω0 . . . ω0

ω0 ω1 . . . ωn−1

. . . . . . . . . . . .
ω0 ω(n−1) . . . ω(n−1)(n−1)

󰀴

󰁆󰁆󰁄

Вычислим 󰑬начение Uij

Uij =
n󰁓

k=0

(ω−1)ik · ωkj =
n󰁓

k=0

(ωj−i)k

При j = i ка󰑨дый член суммы единица Tij = n, если j = i.
При j ∕= i

Tij =
n󰁛

k=0

(ωj−i)k = (ωj−i)0 + (ωj−i)1 + · · ·+ (ωj−i)n−1 =
1− (ωj−i)n

1− (ωj−i)
= 0
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Матрица T = V ·W

T =

󰀳

󰁅󰁅󰁃

n 0 . . . 0
0 n . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n

󰀴

󰁆󰁆󰁄 = n · E.

W−1 =
1

n
V (6)
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Шаг 3. Восстановление коэффициентов R.

Исполн󰑱ем шаг 1 с 󰑬аменой ω = ω−1.
В получившемс󰑱 ре󰑬ул󰑭тате делим все коэффициенты на n.
Шаг на󰑬ываетс󰑱 обратным преобра󰑬ованием Фур󰑭е.
T = O(n log n).
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Проблемы с БФТ

1. Дл󰑱 перемно󰑨ени󰑱 полиномов требуетс󰑱 дополнение нул󰑱ми до требуемой
степени 2.

2. Потер󰑱 точности.
Если перемно󰑨аем целочисленные многочлены, то при коэффициентах
|Ri| <≈ 1011 погрешност󰑭 не превышает 0.5.
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Общий алгоритм БПФ. Рекурсивна󰑱 реали󰑬аци󰑱.
1. На входе алгоритма FFT имеетс󰑱 массив a[n = 2k] и логический флаг

обращени󰑱 inv.
2. Со󰑬даём два массива ра󰑬мера a[n/2], в a0 отправл󰑱ем все чётные элементы, в

a1 󰯹 все нечётные.
3. Рекурсивно вы󰑬ываем FFT (a0, inv) и FFT (a1, inv).

4. Находим ω = (cos(2π/n) + i sin(2π/n)). Если флаг inv установлен, то мен󰑱ем
󰑬нак мнимой части.

5. Перва󰑱 половина массива a вычисл󰑱етс󰑱 как в цикле по k как

ai = a0i · k + ωk · a1k.

6. Втора󰑱 половина массива a вычисл󰑱етс󰑱 как в цикле по k как

a0i+n
2
= a0i · k − ωk · a1k.

7. Если установлен флаг инверсии, то в цикле ка󰑨дый присвоенный элемент
делитс󰑱 на 2.
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Алгоритм умно󰑨ени󰑱 полиномов a[n] и b[m]

.
1. Устанавливаем ра󰑬мер выходного полинома как бли󰑨айшу󰑧 степен󰑭 двойки,

бол󰑭ша󰑱 или равна󰑱 2k = n+m+ 1.
2. Со󰑬даём полиномы fa и fb как копии a и b и дополн󰑱ем нул󰑱ми до длины 2k.
3. Проводим пр󰑱мое преобра󰑬ование Фур󰑭е дл󰑱 массивов fa и fb:

FFT (fa, false), FFT (fb, false).

4. Попарно перемно󰑨аем коэффициенты: fai = fai · fbi.
5. Проводим обратное преобра󰑬ование Фур󰑭е: FFT (fa, true).
6. Округл󰑱ем ре󰑬ул󰑭тат и передаём его в во󰑬вращаемое 󰑬начение.
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