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Длинна арифметика.
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Длинные числа представлтс в виде полиномов вида

X = xn ·Rn + xn−1 ·Rn−1 + · · ·+ x1 ·R1 + x0

дес R  основание системы счислени представлени длинных чисел.
R долно быт удобно хранит в единице хранени, чанке.
Это обычно степен двойки или степен дестки.
Операции над длинными числами  операции над полиномами.
Будем наыват (n)-числами те, что состот и n чанков (имет n цифр в
системе счислени по основани R). Это  степен соответствущего
полинома.
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Слоение и вычитание. (n)−число и (m)−число складыватс и вычитатс
а Θ(max(n,m)).
Умноение. Наивным обраом (n)-число и (m)-число умноатс а
Θ(n ·m). Алгоритмом Карацубы два n числа умноатс а Θ(nlog2 3).
Имеетс более быстрый алгоритм умноени, основанный на комплексной
арифметике.
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Быстрое преобраование Фуре
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Lemma (Восстановление коэффициентов полинома)
Пуст имеетс полином

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1

и иметс n начений полинома P в попарно раличных точках
y0 = P (x0), y1 = P (x1), . . . , yn−1 = P (xn−1).
Тогда моно восстановит коэффициенты полинома решением системы линейных
уравнений






a0 + a1x0 + · · ·+ an−1x
n−1
0 = y0

a0 + a1x1 + · · ·+ an−1x
n−1
1 = y1

. . .

a0 + a1xn−1 + · · ·+ an−1x
n−1
n−1 = yn−1

(1)

относително ai.
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Восстановление коэффициентов полинома

аменим на матричное уравнение:




x0
0 x1

0 . . . xn−1
0

x0
1 x1

1 . . . xn−1
1

. . . . . . . . . . . .
x0
n−1 x1

n−1 . . . xn−1
n−1



 ·





a0
a1
. . .
an−1



 =





y0
y1
. . .
yn−1



 (2)

Слева  матрица Вандермонда. И курса ЛА ивестно, что её определител
ненулевой, если xi ∕= xj дл лбых i ∕= j.
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Перемноение полиномов

Требуетс найти проиведение R = P ·Q.
Не умал общности вомём n = degP + degQ+ 1  degR + 1.
Найдём в n точках начени P (xi) и Q(xi).
R(xi) = P (xi) ·Q(xi).
Восстановим R по набору R(xi).
Требуетс: быстро находит начени полинома в n точках и быстро
восстанавливат начени полинома по n наченим.
Мы моем выбират проиволные xi. Выберем n комплексных корней
степени n единицы.
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Свойства пробных точек

Такие корни ест точки на единичной окруности в комплексной плоскости.

xk = ei
2πk
n = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n

Обоначим а ω первый корен x1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
.

аметим, что ω2 = x2,ω
3 = x3, . . . ,ω

n = x0.
Мы получили мултипликативну группу степени n, а ω  примитивный
корен группы.
а ω моно вт лбой и примитивных корней группы.
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Перемноение полиномов

Итак, нуно:
1. дл ωk найти начени полиномов P (ωk) и Q(ωk);
2. найти проиведени начений полиномов R(ωk);
3. восстановит коэффициенты полинома R.
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Шаг 1. Вычислем P (ω0), P (ω1), . . . , P (ωn−1)

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1.

Введём два полинома:

P0 = a0 + a2x+ a4x2 + . . .

P1 = a1 + a3x+ a5x2 + . . . .

Тогда
P (x) = P0(x

2) + x · P1(x
2)
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Шаг 1. Вычислем начени вспомогателных полиномов

Полоим, что n  чётное число.
Тогда дл вычислени P0 и P1 достаточно вт их начени в чётных точках
ω0,ω2,ω4, . . . .
адача вычислени в n точках свелас к двум адачам вычислени начени
в n

2
точках и консолидации реултата а Θ(n

2
.

T (n) = 2T
n
2


+Θ(n).

T (n) = O(n log n).
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Шаг 2. Вычислем начени R

Тривиалный шаг.

R(ω0) = P (ω0) ·Q(ω0)

R(ω1) = P (ω1) ·Q(ω1)

. . .

R(ωn−1) = P (ωn−1) ·Q(ωn−1)

Врем работы Θ(n).
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Шаг 3. Восстановление коэффициентов R.

Что мы сделали, вычисл начени в точках:




P (ω0)
P (ω1)
. . .

P (ωn−1)



 =





(ω0)0 (ω0)1 . . . (ω0)n−1

(ω1)0 (ω1)1 . . . (ω1)n−1

. . . . . . . . . . . .
(ωn−1)0 (ωn−1)1 . . . (ωn−1)n−1



 ·





a0
a1
. . .
an−1



 (3)

Свойство данной матрицы: Wij = ωij.
Это проиведение удалос найти а n log n.
Сейчас предстоит обратна адача: по левой части P и матрице W
восстановит вектор a.
Достаточно умноит леву част на обратну матрицу W−1.
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Матрица W

В матрице W элемент Wij = ωij.

W =





ω0 ω0 . . . ω0

ω0 ω1 . . . ωn−1

. . . . . . . . . . . .
ω0 ω(n−1) . . . ω(n−1)(n−1)



 (4)
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Матрица V

Введём матрицу V , элемент Vij = ω−ij.

V =





ω0 ω0 . . . ω0

ω0 ω−1 . . . ω−(n−1)

. . . . . . . . . . . .
ω0 ω−(n−1) . . . ω−(n−1)(n−1)



 (5)
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Проиведение V ·W

U =





ω0 ω0 . . . ω0

ω0 ω−1 . . . ω−(n−1)

. . . . . . . . . . . .
ω0 ω−(n−1) . . . ω−(n−1)(n−1)



 ·





ω0 ω0 . . . ω0

ω0 ω1 . . . ωn−1

. . . . . . . . . . . .
ω0 ω(n−1) . . . ω(n−1)(n−1)





Вычислим начение Uij

Uij =
n

k=0

(ω−1)ik · ωkj =
n

k=0

(ωj−i)k

При j = i кадый член суммы единица Tij = n, если j = i.
При j ∕= i

Tij =
n

k=0

(ωj−i)k = (ωj−i)0 + (ωj−i)1 + · · ·+ (ωj−i)n−1 =
1− (ωj−i)n

1− (ωj−i)
= 0
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Матрица T = V ·W

T =





n 0 . . . 0
0 n . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n



 = n · E.

W−1 =
1

n
V (6)

С. Л. Бабичев Числа 7 нобр 2022 г. 18 / 22



Шаг 3. Восстановление коэффициентов R.

Исполнем шаг 1 с аменой ω = ω−1.
В получившемс реултате делим все коэффициенты на n.
Шаг наываетс обратным преобраованием Фуре.
T = O(n log n).
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Проблемы с БФТ

1. Дл перемноени полиномов требуетс дополнение нулми до требуемой
степени 2.

2. Потер точности.
Если перемноаем целочисленные многочлены, то при коэффициентах
|Ri| <≈ 1011 погрешност не превышает 0.5.
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Общий алгоритм БПФ. Рекурсивна реалиаци.
1. На входе алгоритма FFT имеетс массив a[n = 2k] и логический флаг

обращени inv.
2. Содаём два массива рамера a[n/2], в a0 отправлем все чётные элементы, в

a1  все нечётные.
3. Рекурсивно выываем FFT (a0, inv) и FFT (a1, inv).

4. Находим ω = (cos(2π/n) + i sin(2π/n)). Если флаг inv установлен, то менем
нак мнимой части.

5. Перва половина массива a вычислетс как в цикле по k как

ai = a0i · k + ωk · a1k.

6. Втора половина массива a вычислетс как в цикле по k как

a0i+n
2
= a0i · k − ωk · a1k.

7. Если установлен флаг инверсии, то в цикле кадый присвоенный элемент
делитс на 2.
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Алгоритм умноени полиномов a[n] и b[m]

.
1. Устанавливаем рамер выходного полинома как блиайшу степен двойки,

болша или равна 2k = n+m+ 1.
2. Содаём полиномы fa и fb как копии a и b и дополнем нулми до длины 2k.
3. Проводим прмое преобраование Фуре дл массивов fa и fb:

FFT (fa, false), FFT (fb, false).

4. Попарно перемноаем коэффициенты: fai = fai · fbi.
5. Проводим обратное преобраование Фуре: FFT (fa, true).
6. Округлем реултат и передаём его в вовращаемое начение.
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